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அறிமுகம்‌ 

இந்நூல்‌, இலங்கைப்‌ பல்கலைக்கழகத்து முன்னைநாட்‌ கணிதப்‌ பேரா 
இரியரும்‌, மலாயாப்‌ பல்கலைக்கழகத்துக்‌ கணிதப்‌ பேராசிரியருமான கலாறிதி 
9, ஜே. எவியேசர்‌, நர்‌. ,&., மப்‌. 0. (கேம), ம. 5௦. (்‌.) அவர்களால்‌. 
எழுதப்பட்டது. முதனூல்‌ ஆங்கலைத்தில்‌ எழுதப்பட்டது ; பின்னர்‌ அது 
தமிழாக்கம்‌ செய்யப்பட்டது. 

இதே நசூலாசிரியர்‌ எழுதிய மூன்று பாகங்களைக்‌ கொண்ட நூலில்‌, 
இது முதற்பாகமாகும்‌. கணிதச்‌ செம்மைப்பாட்டிற்கு அதிக அழுத்தம்‌ 
கொடாது பெளதிகச்‌ கூறுகளுக்கு அழுத்தம்‌ கொடுத்து காலிப்‌ பகுப்பின்‌ 
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விருக்கும்‌ மாணவர்கட்கு இந்நூல்‌ பெரிதும்‌ பயன்படும்‌ என நம்பப்படு 
இறது, 

இந்நால்‌ கலாநிதி வ, பொன்னையா %%. 2. அவர்களால்‌ தமிழில்‌ 
மொழிபெயர்க்கப்பட்டது. 
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முன்னுரை 
காலிப்‌ பருப்பின்‌ மூறைகளையும்‌ நுட்பங்களையும்‌ சுருக்கமாக அறிருகப்‌ 
படுத்துவதே இந்நூலின்‌ நோக்கமாகும்‌. கணிதத்திலும்‌, பெளதிகம்‌ 
எந்திரவியல்‌ போன்ற விஞ்ஞானங்களிலும்‌ இம்முறைகள்‌ இன்றியமை 
யாதன என இப்போது ஏற்றுக்கொள்ளப்படன்றன. முதலிரண்டு அதி 
காரங்களும்‌ காவி அட்சரகணிதம்‌ பற்றியும்‌, அடுத்த இரண்டு அ.திகாரங்‌ 
களும்‌ காவி நுண்கணிதம்‌ பற்றியும்‌, இறுதி அதிகாரம்‌ சில நியமப்‌ 
பிரயோகங்கள்‌ பற்றியும்‌ கூ.றுன்றன. பெளதிகக்‌ கருத்துக்களை முன்‌ 
னணியில்‌ நிறுத்தி இலகுவாக விளங்கக்கூடிய எளிய வகையில்‌ விடயத்தை 
முன்வைப்பதே கணிதச்‌ கடுநுட்பத்தைவிட முக்கயெமானதாக இந்‌ நூலிலே 
கொள்ளப்பட்டது. ஒவ்வோர்‌ அதிகாரத்திலும்‌ விளக்க உதாரணங்களும்‌ 
பயிற்சிகளும்‌ உண்டு. இவற்றுட்‌ பெரும்பாலானவை பழைய பல்கலைக்‌ 
கழகப்‌ பரீட்சைத்தாள்களிலிருந்து எடுக்கப்பட்டன. கேம்பிறிட்ஜ்‌, இலங்கை, 
லண்டன்‌, ஒக்ஸ்வோட்‌ பல்கலைக்கழகங்கள்‌ தம்‌ பரீட்சைத்‌ தாள்களைப்‌ 
பயன்படுத்த அனுமதித்தமைக்காக அவற்றுக்கு என்‌ நன்றி உரியது. 
பின்வரும்‌ சுருக்கங்கள்‌ உபயோடக்கப்பட்டுள்ளன. 
3. 8. இயற்கை லிஞ்ஞானத்‌ திரைப்போசு பாகம்‌ 1 
£. 1. 8. இயற்கை விஞ்ஞானப்‌ பூர்வாங்கம்‌ 
மீ. 3, கணிதத்‌ திரைப்போசு பாகம்‌ 1 
2. 18. கணிதப்‌ பூர்வாங்கம்‌ 
18. 7, 11. கண்தத்‌ இரைப்போசு பாகம்‌ 17 
0. பொது 
0.7. பொது (பாகம்‌ 1) 
0.11. பொது (பாகம்‌ 1) 
8. திறப்பு 


இந்நூலாசிரியர்‌ இலங்கைப்‌ பல்கலைக்‌ கழகத்திற்‌ பல்லாண்டுகளாக 

ஆற்றிவந்த விரிவுரைகளை அடிப்படையாகக்‌ கொண்டது, இந்நூல்‌. 
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வியல்‌ பமிலும்‌ பிற மாணவர்களுக்கும்‌ பயன்படவேண்டும்‌ என்னும்‌ 
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அதிகாரம்‌ 1 
காவிகளுங்‌ கா௱விக்கூட்டலும்‌ 
1,1. காவிகள்‌ 


கணிதமானது விஞ்ஞானவிருத்திக்குச்‌ சிறந்த ஏதுவாய்‌ இருநதது ; 
கணிதபரிபாடை விஞ்ஞான விதிகளைச்‌ சூததிரித்தறகு அவசியமாயிற்று, 
எண்கள்‌, சார்புகள்‌, காலிகள, இழுவஙகள்‌, கறங்கிகள்‌, தாயங்கள்‌ என்பன 
பிரயோக கணிதத்தின்‌ வெவ்வேறு சளைகளிலுள்ள கணிதப்‌ பொருள்க 
ராகும்‌. 

இந்‌. நாலின்கண்‌ அடங்கிய பிரயோக கணிதப்‌ பகுதியில காவிகள எனப்‌ 
படும்‌ பொருளைப்‌ பலமுறையும்‌ வழங்குவோம்‌; ஆதலால்‌ காவிகள்‌, காலி 
யட்சர கணிதம்‌ என்பவற்றின்‌ விவரத்தை முதற்றந்து இந்நூலைத்‌ 
தொடங்குவோம்‌. நாம்‌ கையாளும்‌ பெளதிக கணியஙகள்‌ (௪) எண்ணிகள 
(8) காலிகள்‌ என்னும்‌ இரண்டு கூட்டஙகளாகப்‌ பிரிக்கப்படலாம்‌. ஓர்‌ 
எண்ணியைத்‌ திட்டமாய்‌ வரையறுத்துக்‌ கூறுதற்கு அதன பருமன்‌ 
மாத்திரம்‌ வேண்டப்படும்‌ ; உதாரணமாக, வெப்பநிலை, தணிவு, அடர்த்தி, 
கனவளவு என்பன எண்ணிகளாகும்‌. காலிகளைத்‌ திட்டமாம்‌ வரையறுத்துக்‌ 
கூறுதறகு அவற்றின்‌ பருமனுந்‌ திசையும வேண்டப்படும்‌. விசை, இடப்‌ 
பெயாச்சி, வேகம்‌, ஆர்முடுகல, உந்தம்‌ என்பன காலிகளாகும்‌. 

காலிகள்‌ பலவாறு வகுக்கப்படலாம்‌ ) ஒருவகை வகுப்பில்‌ மூஷ்று 
காவி வகைகள்‌ உண்டு. 

(1) ஓரிடப்படுத்தாத காவி, அல்லது சுயாதீன காலி ; இதறகுப பருமனுந்‌ 
இசையும்‌ உண்டு ; எனினும்‌, இதனோடு தொடாபுள்ள திசை யாதொன்‌ 
அம்‌ வரையறையாய்‌ இல்லை. உ-ம்‌, ஒர்‌ இணையின்‌ திருப்பம்‌. 

(ம) அரக்குங்‌ காவி, அல்லது ஒரு நேர்கோட்டின்‌ வழியே ஒரிடபபடுத்திய 
காவி. உ-ம்‌. ஒரு விறைப்பான பொருளினமீது தாக்கும்‌ விசை (ஒரு விசை 
யானது ஒரு புள்ளியிலே தாக்குவதாக நாம்‌ கூறுகன்றோமாயினும்‌, 
விசை ஊரடுகடத்தப்படுதன்மைத்‌ தத்துவத்தால்‌ அவ்விசையை வரையறுத்துச்‌ 
கூறுதற்கு வேண்டியது தாக்கக்கோடேயன்றிப்‌ பிரயோகப்‌ புள்ளியன்று). 

(4) பிணித்த காவி, அல்லது ஒரு புளளியில்‌ ஒரிடப்படுத்திய காவி 
உ-ம்‌. மின புலம்‌. 

இந்நூலில்‌, ஒரு காவியைப்பற்றிக்‌ கூறுமிடத்து, அதன்‌ வகுப்பைத்‌ 
,தராதுவிடின்‌, அது ஒரு சுயாதீன காவி எனப பொருள்படும்‌, தூர 
பருமனும்‌ தரே திசையுங்‌ கொண்ட இரண்டு காலிகள்‌ சமாந்தர கோடு 
களின்‌ வழியேயோ ஒரு கோட்டின்‌ வழியேயோ தாக்கினால்‌, அவை சம 
மாகவோ சர்வசமமாகவோ இருப்பனவாகக்‌ கொள்ளப்படும்‌. 


௩ 


2 காவிப்‌ பகுப்புச்‌ ௬ருக்கம்‌ 


இட்டமாய்க்‌ கூறுமிடத்து, பருமனுந்‌ திசையுமுள்ள ஒவ்வொரு கணிய 
மூங்‌ காலியாய்‌ இருக்கவேண்டியதில்லை. காலியானது பருமனுந்‌ இசையுங்‌ 
கொண்ட கணியமாய்‌ இடப்பெயர்ச்சிககுரிய அதே கூட்டல்‌ விதிக்கு, அதா 
வது கூட்ட இணைகர விதிக்கு அமையுமென வரையறுக்கப்படும்‌. (இசையும்‌ 
பருமனும்‌ உடையதாய்க்‌ காவியல்லாததாய்‌ இருக்குங்‌ கணியத்திற்கு 
உதாரணமாக, முடிவுள்ள கோணங்களுக்கூடாகச்‌ சுழலும்‌ ஒரு விறைப்‌ 
பான பொருளின்‌ சுழற்ெளைக்‌ கொள்க. இவற்றிற்குப்‌ பருமனுந்‌ திசையு 
முண்டு ; ஆனால்‌, இவை கூட்டலிணைகர விதிக்கு அமையாவாகையாற்‌ 
காலிகளாகா..) 


காலிகளானவை 3 ந, %, 9 போனற தடித்த எழுத்துக்களாகிய 


குறியீடுகளாலாதல்‌, 04, 48 போனற அம்புக்குறிகளை மேலேயுள்ள 
எழுத்துக்களாலாதல்‌ குறிக்கப்படும்‌. 


1,2. காவிகளின்‌ வகைக்குறிப்பு 


ஒரு காவியானது திசை கொண்ட கோட்டுத்துண்டு ஒன்றினாற்‌ குறிக்கப்‌ 
படலாம்‌, அக்கோட்டின்‌ இசை அக்காலியின இசையைக்‌ காட்டும்‌; அத்‌ 
துண்டின்‌ நீளம்‌ தக்க அலகளவுத்‌ தஇட்டத்தில்‌ அக்காவியின்‌ பருமனைக்‌ 
குறிக்கும்‌. காவிகளின திருத்தமான நிலை பிரதானமன்றாகையாலும்‌, 
சமாந்தர துண்டுகள சமகாவிகளைக்‌ குறிக்குமாகையாலும்‌ ஒரே உற்பத்இமி 
லிருநது (“0'” இலிருந்து என்க) தொடங்கும்‌ கோட்டுத்துண்டுகளாற்‌ காவிகளை 
ஒரு படத்தில்‌ குறித்தல்‌ வசதியாகும்‌. 


மடம்‌ 1 


இவ்வாறு 04 என்னுந்‌ துண்டு & என்னுங்‌ காவியைச்‌ குறிக்கும்‌ ; 
இங்கு, 04 மின்‌ இசை & எனனுங்‌ காலியின்‌ இசையாகும்‌ ; 0.4 என்‌ 


னும்‌ நீளம்‌, தக்க அலகளவுத்‌ திட்டததில்‌ 3 எனனு ்‌ 
ற்‌ நீ ்‌ 1ல௧௨ னுங்‌ காலியின்‌ பரும 
னுக்குச்‌ சமம்‌. & என்னுங்‌ காவியின பருமனைச்‌ சரிவெழுத்தில்‌ த்தம்‌ 


காவிகளுங்‌ காவிக்கூட்டலும்‌ 8 
& என்னுங்‌ குறியீட்டினாலாதல்‌ [8] என்னுங்‌ குறியீட்டினாலாதல்‌ நாம்‌ 
குறிப்போம்‌. |8] என்பது & மின்‌ மட்டு என்றோ, சுருக்கமாக * மட்டு &” 
என்றோ கூறப்படும்‌. 
143. காவிக்கூட்டல்‌ 


கெதி... வத 


04, 0 என்பன முறையே காலிகள்‌ & ந என்பனவற்றைக்‌ 
குறிக்க. 0.4, 0458 என்பனவற்றை அடுத்துள லிளிம்புகளாயுள்ள 0.40. 
என்னும்‌ இணைகரத்தைப்‌ பூரணமாக்குவோம்‌. 0.48, 08-ர ; எனின்‌, 
3005--ர, 20-04-8. 006 ஆகுக. 





0,4 என்னுங்‌ கோட்டுத்‌ துண்டு 0 விலிருந்து .4 யிற்குச்‌ செல்லும்‌ 
ஒரு துணிக்கையின்‌ இடப்‌ பெயர்ச்சியையும்‌ 40 என்பது 4 யிலிருந்து 
6 யிற்குச்‌ செல்லும்‌ அத்துணிச்கையின இடப்‌ பெயர்ச்சியையுங்‌ குறிக்கும்‌. 
தொடர்ச்சியான இவ்விஈண்டு இடப்‌ பெயர்ச்செளின்‌ விளைவு 0 விலிருந்து 
0 யிற்குள்ள ஒரு தனியிடப்‌ பெயர்ச்சிக்குச்‌ சமமாகும்‌. ஆயின்‌ நாம்‌ 
எழுதுவது, 

0.4--.4206, 
அதாவது உற்‌, ய 
இங்கு, - என்பது காவிக்கூட்டலைக்‌ குறிக்கும்‌. 

இது காலிக்கூட்டலுக்குரிய முக்கோணி நெறி. 


இவ்விதியை வேறொருவாறு கூறுவோம்‌ : அதாவது, ஆ ந்‌ என்னும்‌ 
இருகாலிகளின்‌ கூட்டுத்‌ தொகை 6 என்னும்‌ காலியாகும்‌. இக்காவி 
04, 0 என்பனவற்றை அடுத்துள விளிம்புகளாயுள்ள இணைகாத்தின்‌ 


4 காவிப்‌ பகுப்புச்‌ சுருக்கம்‌ 


மூலை லிடடமாகிய 00 யினாற்‌ குறிக்கப்படும்‌, நாம்‌ எழுதுவது 


அதாவது ற்‌-ட&-0. 
நாம்‌ காணபது 
&டற்‌ றட (2) 


இது காவிக்கூட்டல்‌ பரிவர்த்தனை விஇக்கு அமையுமென்றும்‌ அக்கூட்ட 
லொழுஙகு ஒன்றோடொன்று மாற்றுப்படலாமென்றுங்‌ காட்டும்‌. 

கூடடலின்‌ தொகுப்பு விதியையும்‌ எடுத்து சொக்கும்‌, 0) உ 
எனனும மூன்று காவிகளை எடுத்து முறையே 4, 50, ம்‌ என்பன 
வற்றாற்‌ குறிப்போம்‌. 


நி, 9--% என்பனவற்றை அமைக்க; அதன்பின (1-9), 
ச-.(0--8) எனபனவறறை அமைக்க, 


ற 
8 
ே 
டொ 
9 
4 
8 7 


யடம்‌ 3 


(4948442004 08-40. 02. 2, 


2-9 8)- 48. (50.0) 49-1நற்‌-.4. 
(246) 18-21 (9-.ஐ) 


ஆகவே, செயகையொழுங்கைக சாட்ட வ 


எனில, (8) 
ழங்கய அடைபபுக்கள்‌ தவிர்க்கப்‌ 
படலாம்‌ ; ஒவ்வொரு பக்கத்திலுமுளள கூட்டுத்தொகை 
£--6--௨ 
என எழுதப்படலாம்‌. இம்முடிபு ந, ... 97 என்னும்‌ எத்தொகை 
யான காவிகளின்‌ கூடடுத்‌ தொகையையும்‌ வரைய அத்தற்கு விரிக்கப்‌ 
படலாம்‌. 


காவிகளுங்‌ காவிக்கூட்டலும்‌ 5 


ஒரு வரிப்படத்தில்‌,--படம்‌ &(ஐ) - 0 என்னும்‌ ஒர்‌ உற்பத்தியிலிருந்து 
வரையப்படம்‌ ஆ, ..., 14 என்னுங்‌ காலிகளைக்‌ காட்டுன்றோமெனக்‌ 
கொள்க. .4.8....£ என்னும்‌ ஒரு பல்கோணியை வரைவோம்‌. 





5 நி 
ர 5 
ர 
ர 
ர 
0 
9 
படம்‌ 4 (௪) 
ல்‌, காவிகள்‌ தொடர்ச்சியாக டப்பட்ட 42) 26. ..., 2 
த 


என்னுந்‌ ன சக அண்டுகளால்‌ தக்க அளவுத்தட்டித்திற்‌ குறிக்கப்‌ 
பட்டுள்ளன. இங்கு, 42- உ, 50 6, . டித்வ 19, 

42 ஐத்‌ தொடுக்க. எனின்‌, 42 என்பது அதே அளவுத்திட்டத்தில்‌ 
ந-9-ட... 1194 என்னுங காலிக்கூட்ட்த்‌ தொகையைக்‌ குறிக்கும்‌. 
அக்கூட்டுத்தொகை %& என்பதாற்‌ குறிக்கப்படின்‌, 8.48. 


% என்பது விளையுட்‌ காவி எனப்படும்‌; 2, 6... என்பன 8 இன்‌ 
கூறுகளெனப்படும்‌. 


1,4.-௪, 0, 75 
-& என்னுங்‌ குறியீடு & இற்குப்‌ பருமனாற்‌ சமனாயுந்‌ திசையால்‌ 
எதிராயுள்ள ஒறு காலியைக்‌ காட்டுதற்கு வழங்கப்படும்‌. 5-4 எனின்‌, 
4 2. 
முனைப்புள்ளிகள்‌ ஒன்றுபடும்‌ ஒரு காவி சூனியக்காவி எனப்படும்‌ $ அது 
0 எனனுந்‌ ருறியீட்டினாற்‌ குறிக்கப்படும்‌. நாம்‌ காண்பது 
5 (-ஐ)-48-.2.4--44--0 (க) 
அன்றியும்‌, 


௨-0 49-)_2ற.49-௨ ௫. 


6 காவிப்‌ பகுப்புச்‌ சருக்கம்‌ 


காவிகள்‌ &, -ந என்பனவற்றின்‌ கூட்டுத்தொகை, அதாவது &-_(-அ) 
என்பது &-ற என எழுதப்படலாம்‌. படம்‌ (8) இல்‌, 80 -, 
&-ட(-ந)- 50. 80-24 இணேகரவிதியால்‌. எனின்‌, 24 ஆனது &-ந்‌ 
என்பதைக்‌ குறிக்கும்‌. 

என்பது ஒரு நேரெண்ணாயும்‌ & எனபது ஒரு காவியாயும்‌ இருந்தால, 
28 என்பது & யின்‌ இசையும்‌ அதுபோல்‌ 4, மடங்கு பருமனுமூள்ள 
காலியென வரையறுக்கப்படும்‌. 0.4 என்பது & ஐயும்‌, 04 என்பது 
28 ஐயுங்‌ குறித்தால, 0, 4, 4” என்னும்‌ புள்ளிகள்‌ ஒரு கோட்டிற்‌ 
டக்கும ; அவற்றின்‌ தூரங்கள்‌ 0.4/0.4--)) ஆகுமா ற இருக்கும்‌. 


ஒரு காலியை ஓர்‌ எண்ணாற்‌ பெருக்கும்‌ இப்பெருக்கம்‌ பங்‌€ட்டூ விதிக்கு 
அமையும்‌ ; அதாவது 


2/௨) 5-0) (6) 


இது இமலபொத்த முக்கோணிகளின்‌ உடைமைகளை உபயோகித்து வாய்ப 
புப்‌ பார்க்கப்படலாம்‌, 


5 


மடம்‌ 5 


048 ஆயும்‌, 42 ஆயும்‌ இருக்க ; எனின்‌, 02... 5-௩. 

4, 2 என்பன 94'/04-- 09/05), ஆகுமாறு இருக்க, 

எனின்‌, 42 என்பது 42 யிற்குச்‌ சமாந்தரம்‌; 042, 0.47] 
என்னும்‌ இரு மூக்கோணங்களும்‌ இயல்பொத்தவை. 


04-15, 4), ௦8-02 -)டறு. 


காவிகளுங்‌ காவிக்கூட்டலும்‌ 7 


அன்றியும்‌, 004'1..4:9'-78-4-]ம்‌. 
எனின்‌, நாம்‌ சமன்பாடு (6) ஐப்‌ பெறுவோம்‌. 


காவிகளின்‌ கூட்டல்‌ கழித்ச'.. விதிகளுள்‌ காவிகளை ஒர்‌ எண்ணாற்‌ 
பெருக்குதற்குரிய பெருக்கல்‌ விதியும்‌ பொதுவட்சரகணித விதிகளோடு 
இசை தலைக்‌ காண்கின்றோம்‌. 


1,5. காவித்‌ துணிப்பு 


02, 0), ச என்பன ஒன்றுக்கொன்று செங்கோணங்களிலுள்ள மூன்று 
கோடுகளாகுக. இககோடூகளை டெக்காட்டின செங்கோணவாள் கூற்று த்‌ 
தொகுஇியொன்றின்‌ மூன்று அச்சுககளாகப்‌ பயன்படுத்‌ தலாம்‌. 





படம்‌ 6 


தந்த ஒரு புள்ளி 2£ யிலிருந்து 244 எனபதை ௮ தளத்திற்கு 

(அதாவது, 05, ரர. என்னும்‌ அச்சுக்களை்‌ கொண்ட தளத்திற்குச்‌) 
செங்குத்தாய்‌ வரைக, 84 யை க இற்குச்‌ செங்குத்தாய்‌ வரைக. 
0௦04-2, கறற, ந72-2 ஆகுக. படத்திற்‌ காட்டியபடி ௪, 9, 2 
என்னும்‌ நீளங்களுள்ள பக்கங்களை கொண்ட செவ்வகத்‌ இண்மத்தைப்‌ 
பூரணமாக்குக. 04, 05, 00 -அவையாவன த, 9, 8 என்பன-- 
முறையே அம்மூன்று அச்சுக்களின்‌ மீதுள்ள 92 மின்‌ எறியங்கள்‌. 
ஐ, 9, 2 என்பன புள்ளி 2” யின்‌ ஆள்கூறுகளெனப்படும்‌. 


& காவிப்‌ பகுப்புச்‌ சுருக்கம்‌ 


காலி முறைப்படி, ர த்‌ 


02-04-1472 
_04-102-.00, 
௦4, 0, என்க 02மின்‌ கூறுகள்‌. 


07 என்னும்‌ ஒரு காலி 04, 02, 00 போன்ற ஒன்றுக்கொன்று 
செங்குத்தான மூன்று கூறுகளாகத துணிக்கப்படம்போது (அல்லது 02 
யானது தளம்‌ 40 யில்‌ இருக்குமிடத்து 04, 02 என்னும்‌ இரண்டு 
செறகுத்துக்‌ கூறுகளாகப்‌ பிரிக்கப்படும்போது) ஒவ்வொரு கூறும்‌ கரிய 
திசையில்‌ அக்காவியின்‌ துணித்த பகுதி யென்றாதல்‌ துணிசல்‌ என்றாதல்‌ 
கூறப்படும்‌. 

அம்மூன்று அச்சுக்களின்‌ தளத்திற்கு மூன்று அலகுக்‌ காவிகளுக்கும்‌ 
(அதாவது, அலகுப்‌ பருமனுள்ள காலிகளுக்கும்‌) ஒரு குறியீடு இடல்‌ 
வசதியாகும்‌. 1, ], % என்பன முறையே 2-, 4-, 8- என்னும்‌ ௮ச்‌ 
சுக்களின்‌ நீளத்திற்கு அலகுக்‌ காவிகளைக்‌ குறிக்க. எனின்‌, 0.4௨, 
08-39], 00% என்பன ௮ம்‌ மூன்று அச்சுக்களின நீளத்திற்கு 


டட எ 

02 மின்‌ துணிசல்களாகும்‌. 02 ஆனது உற்பத்தி 0 பற்றிப்‌ புள்ளி 
ச யின்‌ நிலைக்காவி எனப்படும்‌ ; அன்றி, தனியே 2 மின்‌ நிலைக்காவி 
மென்றும்‌ கூறப்படும்‌. 02 ஐ £ ஆற்‌ குறிப்போமாமின, 

21-99 2. (5) 
அன்றியும்‌, 0254044252 (04, 42 என்பன செங்கோணங்களி 
லிருத தலால்‌) 

௨043-48 2௨, 

எனின்‌, | -2--32-ட2. (8) 
02 யானது மூன்று அச்சுக்களோடும்‌ முறையே ௨, 8, 3 என்னும்‌ 
கோணங்களை ஆக்னொால்‌, கோசை ௨, கோசை 8, கோசை 7 என்பன 
மே யின்‌ இசைக்‌ கோசைன்கள்‌ எனப்படும்‌. 

௨௯௭ கோசை 6, 8--ஈ கோசை 8, 2--* கோசை ஏ என்றும்‌ 02 யின்‌ 
திரைக்‌ கோசைனகள்‌ ஐ/௪, 9/7, 2/௪ என்றுங்‌ காண்போம்‌. 

மூன்று அச்சுக்களின்‌ மீதும்‌ ஒரு காவி & மின்‌ எறியங்கள்‌ ஜேஜே டூ 
எனக்‌ கொள்க. ௩, ரூ, ௩. என்பன எண்கள்‌, அவ்வெறியநகள்‌ 
பருமன்‌ திசைகள்‌ பற்றி ௩2, கர, 86% என்பனவற்றாற்‌ குறிக்கபபடலாம்‌. 
எனின்‌, 


க்‌ கர4- ௧ (9) 


காவிகளுங்‌ காவிக்கூட்டலும்‌ 0 
மூன்று அச்சுக்களின்‌ வழியேயும்‌ அப்பிரிவுகளின்‌ பருமன்கள்‌ 
க,௮[&| கோசை (&, 2), ஆ-- |&| கோசை (8, $), 9-௪ |&| கோசை (8, 2) ; (10) 
இங்கு, (8, ௧) என்பது கரலி & இற்கும்‌ 2-அச்சுக்கும்‌ இடையிலுள்ள 
கோணத்தைக்‌ குறிக்கும்‌. அன்றியும்‌, அக்காலியின்‌ பருமன்‌ 
[8] 4/(ஜீர்ீர் க (1) 
& இன்‌ திசைக்‌ கோசைன்கள்‌ 
(ட்‌ 3 பி (2 
8] 1814] 
ஒரு காலி & இற்கு (௩, யூ, 8௦) என்னும பிரிவுகளும, ம இறகு 
(5,, 9,, 62 என்னும பிரிவுகளும்‌ இருந்தால்‌, 
8-ம்‌, நம்‌ 
சமனபாடுகள்‌ (3), (6) எனபனவற்றின்‌ விதிகளை வழங்க நாம்‌ பெறுவது 
உற்‌ (யூ--5) 14 (462 1-6 (02% (19) 
யாதுமொரு இசையில்‌ (8-5) இன்‌ துணித்த பகுதி அதே திசையில்‌ 
௨, 1 என்பனவற்றின்‌ துணித்த பகுதிகளின்‌ கூட்டுத்‌ தொகையாகும்‌ 
என்னும்‌ விதியால்‌ காவிகள்‌ கூட்டப்படலாம்‌ என்பதை இது காட்டும்‌. 
எடுத்துக்காட்டு, 4, 8 எனனும்‌ புள்ளிகளின (நிலைக்காவிகள்‌ 
3௯ர1--டடர ஷி %, ந, 1-6, என்பன. 
காவி 48 யையும்‌, 48 மின நீளத்தையும்‌ 4.8 யின்‌ இசைக்‌ கோசைன 
களையுங்‌ காண்க. 


0 என்பது உறபத்‌தியாயும்‌ 04%, 6-0 ஆயுமிருக்க, 


ஆ செய்டி பகத 
42 ,40-02-(-ஐ5) 0-௧. 


4. இன்‌ நீளம்‌ 
[ந உ] ஒர) வ (ட - 2074 (%-௧9)9. 





10 காவிப்‌ பகுப்புச்‌ சருக்கம்‌ 


6-௨ 8-௯ 0-0... 
42 யின்‌ திசைக்‌ கோசைன்கள்‌ ர்‌, டர ச என்பன, 





16. 40 மை: ஈ என்னும்‌ விததத்திற்‌ பிரிக்கும்‌ புள்ளி 


உற என்பன 4, % என்னும்‌ இரண்டு புள்ளிகளின்‌ நிலைக்‌ காலி 
களாயின்‌, 4.8 யை ௬; ௩ என்னும்‌ விஇதததிற்‌ பிரிக்கும்‌ புள்ளி £ இற்கு 





ரஸ்‌ (12) 
13% -7% 
ஏன்னும்‌ நிலைக்காலி உண்டு, 
நிறுவல்‌ : திரட்‌ அமு... 
48/88 ஈ0/% ஆமிருக்க, 42, 2 என்பன ஒரே திசையிலிருத்தலால்‌, 
அ 57. 
எனின்‌, % (2-8)--௯ 0-ற) 
ரக) ற்‌ 
. தத” 
ம 
ம்‌ 8 
௦ % 4 
படம்‌ 8 
இரு சிறப்பு வகையாக, 4. மின்‌ தடுப்புள்ளியின்‌ நீலைக்‌ காவி 
$ மு) (15) 


எனப்‌ பெறுவோம்‌. 


எடுத்துக்காட்டு உ, ற, 


௦ எனபன ஒரு முக்கோணியின்‌ 4, 2, எனனும்‌ உச்சிகளின்‌ 
திலைககாவிகளாயின்‌ அம்‌ ்‌ 


முககோணியின்‌ மையபபோலி 


$ --ற்‌0) (16) 
என்னும்‌ நிவைககாலி உண்டெனக்‌ காட்டுக. 


காவிகளுங்‌ காவிக்கூட்டலும்‌ 11 
ற என்பது 0 மின்‌ நடூப்புள்ளியாமின்‌, மையப்போலி £ ஆனது 
4 ஐ2: 1 என்னும்‌ விததத்திற்‌ பிரிக்கும்‌. 
மி இன்‌ நிலைக்காவி ] (6-6) ஆகும்‌. 
சூத்திரம்‌ (14) ஐ வழங்க, 0 இற்கு நிலைக்காவி 


1,849. ௫-௦) 
2 தட்ப என்பதே. 
142 2 
4 
8 று ௦ 
யடம்‌ 9 


1.7. நபுள்ளிகளின்‌ மையப்போலி அல்லது இடைமையம்‌ 
டி ர) டி ரூ என்னும்‌ நிலைக்காவிகளையுடைய அய கீத ட ட 
என்னும்‌ ௩ புள்ளிகள்‌ தரப்படின்‌, அவற்றின்‌ மையப்போலி அல்லது 
இடை நிலை மையம்‌ 


உடம்‌ 
நர மோர்‌ 70 (14) 
என்னும்‌ நிலைக்காவியைக்‌ கொண்ட புள்ளி € என வரையறுக்கப்படும்‌. 
ஏர ட, ரு என்பன % மெய்யெண்களாமின்‌ 
அம ரர பகத (9) 





கடி கடி ட ம் 8 
என்னும்‌ நிலைக்காவியையுடைய புள்ளி ஆனது மு, யடி. டர 
ய ஆ பப 2 ந 


என்னும்‌ எண்களோடு தொடர்புபட்ட டி, கீற .... க என்னுந்‌ 
தந்த புள்ளிகளின்‌ மையப்போலி என வரையறுக்கப்படும்‌. அப்புள்ளி 
நிறையேற்றிய இடைமையம்‌ எனப்படும்‌; ஈட ஐ ... 88. என்பன 


தொகுத்த நிறைகளாகும்‌. 


1 காவிப்‌ பகுப்புச்‌ சுருக்கம்‌ 


4, ம என்னும்‌ இரணடு புள்ளிகளுக்கு முறையே %, ௬ என்னும்‌ நிறைகள்‌ 
தொடர்புபட்டிருப்பின்‌ கந யை ௬: ௩ என்னும்‌ விகிதத்திற்‌ பிரிக்கும்‌ 
புள்ளியானது மையப்போலியாகும்‌. 

(சமனபாடு (14) ஒடு ஒப்பிடுக) 

'இணிவு மையமானது காவிகளை வரையறுத்தலில்‌ வழங்கப்படுஞ்‌ சிறப்புற 

பத்தி 0 ஐச்‌ சாராதென நாம்‌ காட்டல்‌ கூடும்‌, 


0' என்பது 0 பற்றித்‌ தன்‌ நிலைக்காவி & ஆயுள்ள ஒரு புள்ளியாகுக. 
9' உற்பத்தியாக அதுபற்றி 4, 42, ..., 4, என்பனவற்றின்‌ நிலைக்காலி 
கள்‌ ந -ஐ, 9 -% ர என்பனவாகும்‌ ; எனின்‌, மையப்போலி 
0” ஆனது 

இட டசி ரூ ௬-௪) 4 உ 90% (0௨ 3) 
ர்‌ ட... ரூ 
_ றிட ளை, த 
.. ஆடர்‌ ரூ 


டட தவறு, 


என்பதால்‌ வரையறுககப்படும்‌, 


எனின்‌, 6, 6' என்பன ஒன்றுபடும்‌ ; இது மையப்போலியானது 
உற்பத்தித்‌ தேர்வைச்‌ சாராது நிற்கும்‌ என்பதைக்‌ காட்டும்‌, 


ஒரு வளையி, பரப்பளவு, கனவளவு என்பனவற்றுள்‌ எதன்‌ திணிவு 
மையமும்‌ அதனை ஒரு பெரிய ௩ அளவான சிறு மூலகங்களாகப்‌ பிரித்து, 
அம்மூலகம்‌ ஒவ்வொலறிற்கும்‌ முறையே விதசமமான தொடர்புபட்ட 
எணகளோடு கூடிய மையப்போலியைக்‌ கண்டு, % ஆனது வரையறை 
யின்றிக்‌ கூடுதலுற ஒவ்வொரு மூலகமும்‌ ஒரு புள்ளியை அணுக எல்லை 
யுறும்‌ நிலையைக்‌ காணுதலால்‌ வரையறுககப்படலாம்‌. 


- எல்‌ 30௪ ரம்‌ 
இவ்வாறு ட ஒரு வளையிக்கு, (19) 
ர்ம்கீ ்‌ ்‌ 10 
ரச்‌ ஒரு பரப்பளவிற்கு, பக டரு கனவளவிற்கு. 
எடுத்துக்காட்டு 1, 


சமன்பாடு (18) இனால்‌ வரையறுக்கப்படும்‌ மையப்போலி 2 ஆனது 
ணன்‌ டப 


ர கணட. 
ர, அசட்டு கி 
என்னுந்‌ தொடர்மைத்‌ இிருப்திமாக்குமெனக்‌ காட்டுக. 


4 ல ட. ணன்‌ ௯௯. 
9 இற்கு நிலைக்காலி * எனின, 4,06--1-உ) அதப்‌ ல 


(20) 
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(80) இன்‌ இடக்கைப்பக்கம்‌ 
சட (0-7) 0-9... “ர போ 
௯ (ட/- ச... ற ர- (4 களம... அடி 
0, சமன்பாடு (18) ஐ வழங்குமிடத்து. 

எடுத்துக்காட்டு 2. 4, 42... .4ந. என்னும்‌ புள்ளிகளும்‌ ௩), 982... 18%. என்னுந்‌ 
தொடர்புபட்ட எண்களுந்‌ தரப்பட்டால்‌, 6 என்னும்‌ ஒரு புள்ளி பின்வரும்‌ முறையால்‌ 
வரையறுக்கப்படும்‌ :--20,,4,0, -0,0).4) ஆகுமாறு 4,472 ஐ 6 இற்‌ பிரிக்க. பின்னர்‌, 
(டர 60% டிசி ஆகுமாறு பெக்‌, ஐ ரே இற்‌ பிரிக்க. கீ. கீ... 4 என்னும்‌ 
புள்ளிகளைத்‌ தொடர்ச்சியாக நே, 0... ட என்னும்‌ புள்ளிகளைப்‌ பெறும்‌ முறையைத்‌ 
தொடருக. பெற்ற ஈற்றுப்புள்ளி, அதாவது ஜே ஆனது 0 எனப்படின்‌ 6 ஆனது சமன்‌ 
பாடூ (18) ஐத்‌ திருப்திமாக்குமெனக்‌ காட்டுக. 

0, ஆனது 44 ஐ ர : ர, என்னும்‌ வி௫தத்திற்‌ பிரிக்்றமையால்‌ 
அதன்‌ நிலைக்காலி (௬2, ஈஷா/(ரட--ஈடி) ஆகும்‌. நே ஆனது 645 ஐ 
டி : (படற என்னும்‌ விதிதத்திற்‌ பிரிக்கின்றமையால்‌, அதன்‌ நிலைக்‌ 
காலி 

(ரா டள) 


(8-0 8ஜ) சட டரடி -[ பலக்‌. ற்ப கனு 1 களு 
(௬) 702) 4. ஈட 90) ரஜ 18% 
இவ்வாறு தொடர்ந்து செல்ல நாம்‌ (18) ஐத்‌ தாபிக்ன்றோம்‌. 
சூத்திரம்‌ (18) இலுள்ள சமச்சீரானது 6, ஜூ...) நே.॥ என்னும்‌ 


புள்ளிகளின்‌ தொடர்ச்சியை ஆக்குதற்கு எடுக்கப்பட்ட வேறு வேறு புள்ளி 
களின்‌ ஒழுங்கை 0 என்னும்‌ புளளி சாராது நிற்குமென்பதைக்‌ காட்டும்‌. 

எடுத்துக்காட்டு 3. 4) அ... 4 என்னும்‌ புள்ளிகளும்‌ 9), ச. . 6 என்னுந்‌ 
தொடர்புபட்ட எண்களுந்‌ தரப்பட்டால்‌, 7, --ஈடி-( . . . 1-7 94 0 என்னுமிடத்து, 

ணக வெட உ க்ககயடு. 
எடி4) 0-1 ஜடம்‌... ௩40 (20) 

என்னுந்‌ தொடர்பினால்‌ வரைமறுக்கப்படும்‌ 9 என்னும்‌ ஒரு புள்வி ஒருதனிமானதெனக்‌ 
காட்டுக, 

இத்தொடர்பைத்‌ திருப்தியாக்கும்‌ 0” என்னும்‌ வேறொரு புள்ளி 
உண்டெனக்‌ கொள்க. 


எனின்‌, 94/0) ஈட்‌... அக்‌, 0. (21) 
(20) ஐ (21) இலிருந்து கழிக்க, நாம்‌ பெறுவது 
(4-9... ௬ 0-0 ; 
ட... 40௦ எனின்‌, 6, 0” என்பன ஒன்றுபடும்‌ என 
பதை இது காட்டும்‌. எனின, 0 என்பது ஒருதனியானது. 


90) 4- சட 40 என்னும்‌ வகையானது முடிவுள்ள தூரத்தில்‌ 
மையப்போலியில்லாமையால்‌ அசாதாரணமானது. 


க்‌ காவிப்‌ பகுப்புச்‌ ௬ருக்கம்‌ 


இவ்வாறு, தொடர்புபட்ட நிறைகளோடூ கூடிய புள்ளிகளின்‌ தொகுதி 
யொன்றின்‌ மையப்போலி 6 ஆனது சமன்பாடு (18) ஆலாதல்‌ சமன்பாடு 
(20) ஆலாதல்‌ எடுத்துக்காட்டு (2) இலுள்ள அமைப்பாலாதல்‌ வரையறுக்கப்‌ 
படலாம்‌. 


பயிற்ச 


3... 6 ஆனது ஒரு முக்கோணி 407 மின மையபபோலியாயிருக்க ட வானது யாதுமொரு 
புள்ளியாயின்‌, 
வடி வவட வவ 
640௦-60-0௦, 
வடு. மெது. மெ வக. 
04-:02-00--30௦, 


கனக்‌ காட்டுக. 


2. 0 ம என்பன எண்ணிக்‌ கணியஙகளாயிருகச, 0 யானது 48 யை ௩: என்னும்‌ 
லி9கததிற பிரிக்குமிடத்து 


994-002 0. 1ம 06 
எனக்‌ காட்டுக. 


8. கிழ கஜ ட கடி என்பன 0 எனனும்‌ மையத்தையுடைய ஒரு வட்டததின்‌ பரிதியை 
% சம பருஇகளாகப பிரிக்கும்‌ % புளளிசள. 0 எனபது யாதுமொரு புள்ளியாயின, 


வத வவ எல்வஷ்‌. 
04,-(04,4...-04, 
ளனபதைதச்‌ சுருக்குக, 


&.. ஒரு சதுரமுமின மூனறு ஆடுத்துள மேகங்களின்‌ ஒரெயுசசிககூடாகச்‌ செல்லும மூலை 
விட்டங்களாற்‌ குறிசகப்படும்‌ மூன்‌ று காலிகளின கூடடுத தொகையையுங்‌ காண்க. 


5. 400 என்னும்‌ ஒரு முக்கோணியின 


சுறறுமையம்‌ 0 ஆயுஞ்‌ செங்குத்துமையம்‌ 
24 அயுமிருந்தால்‌, 


௮ வடி வழு வு 


04-028-.00--0, 
ஷ்‌ வ மட்டு பய 
7482) 80. ௨70, 

எவவ க வெட 

4 தான்‌ 4-5 தான 80 தான 0-௦ 


சானக்‌ காட்டுக, 


8. பின்வருவனவறறின்‌ மையப்போலினயச்‌ காணக : 


(9)1,2,3,...,க்‌ு சன்னும்‌ * புள்ளிகள்‌ 


6)1,21....௭்‌.ஆ..., ரப்‌ என்னும்‌ 2 ௩ புள்ளிகள. 


7. 0 ஆனது ஈட எத ட ட என்னுந்‌ தொகுதத நிறைகளோடு கூடிய கீ, அழ. அர்‌ 


ர ்‌ . அக ஈ ட 
என்னும்‌ புள்ளிகளின்‌ மையப்போலியாயிருக்குமிடத்து 120.4), ௬௩04... ௩04, 


ட ௩ ஸ்‌ டத்‌ 

என்னும்‌ ௩ காலிகளின கூட்டுத்தொகை ரேர்‌... * 2) 06 எனக்‌ காட்டக. 
(லைபினிற்சின்‌ தேற்றம்‌) 
ஈடுக்கும்மூன்று நேர்கோடு 
காவிகளைப பயன்படுத இக்‌ காட்டுக, 


8. ஒரு நான்முமின எதிர்பபககங்களின தடுப்புளளிகளைத தெ 
களும சந்‌இத்து, ஒனறையொன்று இருகூறிடனெறன எனறு, 
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9, 4,2, 0 என்னும்‌ மூன்று புள்ளிகளின்‌ நிலைக்காலிகள &, ற்‌, 6 என்பன ; தன்‌ 
நிலைக்காவி 
8--)8-ட்பூற்‌--10௦ 
ஆயுள்ள புள்ளி 2 ஆனது 4, 8, 0 என்பனவற்றோடூ ஒரு தளமாகுமா.றுள்ள நீபநதனையைக்‌ 
காண்க. 


42, 0 என்பன 8 இலும்‌, ..40, 5.௦ என்பன 4 இலுஞ்‌ சந்தித்தால்‌, 8, 8 என்பன 
வற்றின்‌ நிலைக்காவிகளைக்‌ காண்க, 4, 97 என்பன தனறையொன்று வெட்டும்‌ புள்ளிக்கு 


ம 
ட்டம்‌ 
ரல்‌ 
என்னும்‌ திலைக்காவி உண்டெனக்‌ காட்டுக. [0ஹக்‌. 3. 8. 1954] 


வடு. பவத்‌ 


வெய்த 
10. உ,ற்‌, ௦ என்பன 04, 02, 00 என்னு காவிகளாகும்‌. 
௦40-420, 6-0 4140-௦ 
ஆகுமாறு எல்லாம்‌ பூச்சியமல்லாத ௦, 6, 17 என்னும்‌ எண்கள உண்டெனிண்‌, 4, 5, 0 
என்பன ஒரு தளமானவையெனக்‌ காட்டுக. 


மறுதலை முடிபைச்‌ கூறி நிறுவுக. [ஹேம்‌. ந, 44. 8. 1964] 


அதிகாரம்‌ 2 
காவிகளின்‌ பெருக்கங்கள்‌ 
24. எண்ணிப்‌ பெருக்கம்‌ 

௨, 8 எனனும்‌ இரண்டு எண்கள்‌ தரப்பட்டால்‌, அவற்றின்‌ பெருக்கம்‌ 
ஸ்‌. ஐ. நாம்‌ ஆக்கல்‌ முடியும்‌, ஆனால்‌, 8, ॥ எனனும்‌ இரண்டு 
காலிகள்‌ தரப்பட்டால்‌, 89 போன்ற ஒரு கோவைக்கு வெளிப்படையான 
யாதொரு பொருளுங்‌ கொடுத்தல்‌ இயலாது. எனினும்‌, காவிகளின்‌ சில 
பெருக்கங்களைச்‌ சில சிறப்பான கருத்துக்கள்‌ கொணடு வரையறுத்தல்‌ 
முடியும்‌ ; இப்பெருக்கங்கள்‌ காலிக்‌ கொள்கையின மதிப்பைக்‌ கூட்டும்‌ 
பல்வேறு பிரயோகங்களை உடையனவாகும்‌. 

&௰ எனனும்‌ இரண்டு காலிகள்‌ தரப்பட்டவிடத்து 0 £ 9 £ எ ஆகுமாறு 
எடுக்கப்பட்ட இந்த இரணடு காவிகளின்‌ இசைகளுக்கு இடையிலுள்ள 
கோணம்‌ 9 எனச்‌ கொளக. &, ற என்னும்‌ இந்த இரண்டு காவிகளின்‌ 
எண்ணிப்‌ பெருக்கம்‌, அல்லது உட்பெருக்கம்‌ 

[8] [கோசை 0 (1) 
என்னுங கணியமென வரையறுக்கப்படும்‌. 

இக்கணியம்‌ 8. எனக்‌ குறிக்கப்படும்‌ ; இது “8 குத்து 1” எனக கூறப்படும்‌ 
எணணிப்‌ பெருக்கமானது இசையில்லாத எண்ணிக கணிய௰மாகும்‌. 
அது 9 வானது கூர்ஙகோணமாயிருக்குமிடத்து நேராயும்‌ ரி வானது 
விரிகோணமாயிருக்குமிடத்து மறையாயும்‌ 9-5 ஆயிருக்குமிடத்து பூச்சிய 
மாயும்‌ இருககும்‌. 

மறுதலையாக, &4-0 எனின, (2) 

8-0 எனராதல்‌, --0 எனறாதல்‌ 8, ந என்பன செங்குததாகும 
என்றாதல்‌ நாம அனுமானிக்கலாம்‌. 

ய என்பதன்‌ வரைவிலக்கணத்திலிருந்தும்‌ பொதுப்‌ பெருக்கலின்‌ 
மாற்று விதியிலிருந்தும்‌ நாம்‌ காண்பது 

8௧4 (8) 
அதாவது, எண்ணிப்‌ பெருக்கம்‌ மாற்று விதிக்கு அமையும்‌. 

& பன்‌ திசையில்‌ ॥ யின்‌ கூறு கூறு ந என்பதாற்‌ குறிக்கப்படும. 
அதன்‌ பெறுமானம்‌ || கோசை 9 ஆகும்‌. 04 மின்‌ மீது 08 மின 
எறியமாகிய 07 இன்‌ நீளத்திற்குச்‌ சமன்‌, இந்றீளம்‌ & யின்‌ இசையில்‌ 
014 இருக்குமிடதது நேராயும்‌ & யிற்கு எதிர்த்‌ இசையில்‌ 0 இருக்குமிடத்து 
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மறையாயுமிருக்கும்‌. இது எண்ணிப்‌ பெருக்கம்‌ பற்றி கூறு, 8,ற்‌/[வ] 
என உணர்த்தப்படலாம்‌. 


&௱௮|8 கூறு, றந] கூறு & 
என்றும்‌ எழுதலாமென' நாம்‌ அறிவோம்‌. 


(4) 





படம்‌ 3 


தன்‌ அலகுக்‌ காவி ॥ ஆயுள்ள ஒரு இசையில்‌ ஒரு காலி & யின்‌ 
கூறு ௨௮ ஆகும்‌. 


8.8௨. என்னுங்‌ குறியீட்டைக்‌ குறித்தற்கு 31 என்னுங்‌ குறியீட்டை 
நாம்‌ வழங்கலாம்‌. நாம்‌ காண்பது ர 


88-- [க[5. (5) 
*, 1, % என்பன மூவச்சுக்களின்‌ வழியேயும்‌ உள்ள அலகுக்காவிக 

ளெனின்‌, 

ர்‌.-7, 1.90, 1.40 

$ 420, 1.13, ர்‌.&-0 


1-0, 90, 1 
என்பது ஒர்‌ எண்ணெனின்‌, 


(6) 


0ஐ.-28.ற௨. (ம்‌) 


(3) 
அதாவது 


பெருக்கலின்‌ பங்கீட்டு விதி எண்ணிப்‌ பெருக்கங்களுக்கு உண்மையாகும்‌. 
&.0--௦)-8.0--8.௦. 


(8) 
க்ஷ அண்டத்‌ கந்‌ 
படம்‌ 2 இல்‌ 04--%, 08--ந, 0-0 ஆகுக ; £ீரர்‌, 017 என்பன 2, 0 
என்பனவற்றிலிருந்து 0.4 மின்மீது வரைந்த செங்குத்துக்களாகுக. 


18 காவிப்‌ பகுப்புச்‌ சுருக்கம்‌ 


நாம்‌ காண்பது 00--ற-ட6. 


(8) இன்‌ இ.கை.ப.-0.4. கூறு, 00-04.07, 
(8) இன்‌ வ.கை.ப.-04.034..04,]4]ர 
04 (017.1) 0.4.017. 





படம்‌ 2 


இதன்படி, சமன்பாடு (8) சரியெனக்‌ காண்டோம்‌. 
எண்ணிப்‌ பெருக்கங்களின்‌ இவ்வுடைமைகள்‌ காரணமாக எண்ணிப்பெருக்‌ 
கச்‌ செய்கைகளைப்‌ பொதுவட்சரகணித விதிகளாற்‌ செய்‌ தல்‌ இயலும்‌, 
இவ்வாறு 
(8-ம்‌). (0-0)--&.6-3.0-.௦ந.4 (9) 
& % என்பன தந்த டெக்காட்டினாள்‌ கூறுகள்‌ பற்றி உணர்த்தப்படின்‌, 
அவற்றின்‌ எண்ணிப்‌ பெருக்கம்‌ இக்கூறுகள்‌ பற்றிப்‌ பின்வருமாறு 
பெறப்படலாம்‌. 
க (கச ௧ர4-௧29. (4051-05 
-கழ்ழ்ர்ர் குத்தி] கற்ற ௧37 1 6றர.] 
எ்கம்ழி உட்க 1- ட ௧௦%.] 1. ௧,5],% 
ட்‌ கல்‌, டு கட்‌ க்‌ 8 (19) 
அன்றியும்‌, 84--8,3--௧ - 1-2, (11) 
காட்டு. ஒரு விசை 8 இன்‌ பிரயோக புள்ளிக்கு (அலவ்லிசைமின்‌ 
பணை! திசையிலோ யாதொரு மாற்றமுமின்றி) ஒர்‌ இடப்பெயர்ச்சி 
கொரடுக்கப்படின்‌, வரைலிலக்கணத்தால்‌, அவ்விசையாற்‌ செய்யப்படும்‌ 
வேலை 17 ஆனது அவ்விசையின்‌ இசையிலான இடப்பெயர்ச்சிக்‌ கூற்றை 


காவிகளின்‌ பெருக்கங்கள்‌ 19 


அவ்விசைமின்‌ பருமனாற்‌ பெருகக வரும்‌ பெருககததிற்குச்‌, சமன்‌. இவ்‌ 
வேலை எண்ணிப்‌ பதால்‌. பற்றிப்‌ பின்வருமாறு வசதியாக உணர்த்தப்‌ 
படலாம்‌ : 
ர ய்‌ கூறடி$- 188] வல்‌ 8. 
18, (12) 


படம்‌ 3 


எடுத்துக்காட்டு 1. மூவாமாகூறறச்சுக்களின்‌ இசைகளிலும ஒரு காவி” 
& யின்‌ கூறுகள்‌ முறையே &.1, &.ர்‌, &.% எனக்‌ காட்டுக. 

அக்கூறுகள்‌ ௩, ஐ, ரூ என்பனவாயின்‌, &-க--க--௧௨1. 1 ஒடு 
இரண்டிலொரு பக்கத்தின்‌ எண்ணிப்‌ ரக்னா த எடுத்து 1,141, 
ர்‌.1--0, 1.௩0 என்பனவற்றைப்‌ பயன்படுத்த &.1--- எனபதைப பெறு 
வோம்‌. அதுபோல, ௩,--&.], 8, &.%. 

எடுத்துக்காட்டு 2. காலிகளைப்‌ பயன்படுததி ஒரு மூக்கோணியின்‌ குத்‌- 
துயரங்கள்‌ ஒரு புளளியிற சந்திககுமெனக்‌ காட்டூக. 


2 





ஐ 2 


படம்‌ 4 


௨, 6 எனபன அமமுககோணியாஅன 4, 5, 6 எனனும உச்சகெளின 
நிலைக்‌ காவிகளாகுக ; என்பது 4, 2 என்பனவறறிலிருநது வரையப்‌ 
படங்‌ குத்துயரங்களின்‌ வெடடூப புளளி 2 இன்‌ நீலைககாலியாகுக. 

30 5886 (69/4) 


90 காவிம்‌ மருப்புச்‌ ௬ருக்கம்‌ 


தரிவற்பன்‌, மாற, 2-0, 
நகக்‌, 08-56, 46-%, 
47 ஆனது 0 யிற்குச்‌ செஙகுத்தாதலால்‌, 
-ஐ.௫-9-0. 


207) 8.4 ஆதலால, 
(-%).(6-8)-0. 
இந்த இரு தொடர்புகளையுங்‌ கூட்ட நாம்‌ பெறுவது 
£ற்‌.1,0-23-8.0--1.0-1.8-ற்‌.௦- 0.50) 
இது (-9).0-ஐ-0 
என்னுஞ்‌ சமனபாடெனக்‌ காணப்படும்‌ ; 022 1. 48 என்பதன்‌ நிபந்‌ 
தனையாகும்‌. 
எடுத்துக்காட்டு 3. 3, ற, 6 என்பன 183 40 ஆகுமாறு தந்த 
காலிகளாகுமிடத்து 2 
8-௩) ௨-௦ (19) 
என்னுங்‌ காவிச்‌ சமனபாட்டை % இற்குத்‌ தீர்க்க. 
ந்‌ ஒடு (18) இன்‌ எண்ணிப்‌ பெருக்கத்தை எடுக்க, நாம்‌ பெறுவது 
உ்‌-ட்ட)6௮௦4 


எனின்‌, கற ட்ட (14) 
14440 என்னும்‌ நிபந்தனையைப்‌ பயன்படுத்துமிடத்து. 

(18) இல்‌ ௩. இற்குப்‌ பிரதியிடுதலால்‌, நாம்‌ பெறுவது 
௦ 

1-௧] 8 (15) 


ர்வு (16) ஆனது சமன்பாடு (18) ஐத்‌ திருப்தியாக்குமென்பதை, 
நேடாகப்‌ பிரதியிட்டு நாம்‌ வாய்ப்புப்‌ பார்ககலாம்‌. 








பயிற்சி 11 ஐ 
(கற ஜீ, 
(4-5) .(-ந) 98-55 


எனஃ காடடுக.. 
9. 


14 


உ - 143], ந--1-1- 1 3-0 -1% 
என்னுங்‌ காலிகள்‌ தரப்பட்டால, பின்வருவனவற்றின்‌ பெறுமானங்களைக்‌ கணிக்க : 
()5.5: (058,181 


்‌ 4 
(10) கூறும்‌: 5.1; (௫) கோசைநா, 


காவிகளின்‌ பெருக்கங்கள்‌ 2]. 


8 க, 2-1) 9௮(0, 0,101, 04(2, 1, 8) என்றும்‌ புள்ளிகள்‌ தரப்பட்டால்‌, 

பின்வருவனவற்றைக்‌ காண்க : 
ஆ 

(0) .42 பின்‌ டெக்காட்டுக கூறுகள்‌, (11) 42 யின்‌ நீளம்‌, 

வட வட 

(ய்‌) 42..40, (0) 40.49 மின்‌ பருமன்‌. 

&. விசை (15, 10, 5) இறு. எனஅதன பிரயோகப்‌ புளவியானது 4 (9, 0, 3) 
என்னும்‌ புள்ளியிலிருநதஐ 29 ( - 6, - 1, 8) என்னும்‌ புள்ளிககு இடம்‌ பெயர்க்கப்படூன்ற ந. 
ஆள்கூறுகள்‌ அடிகளிலிருநதால்‌, அவ்விசையினாற்‌ செய்யப்படும்‌ வேலையை அடியிறாத்தலிற 
காட்டுக, 

5. ௮111-௩ நவி 0. என்பன. அலகுச்‌ காவிகளாயிருக்க 0 
என்பது அவற்றிற்கு இடையிலுளள கோணமெனின்‌, கோசை 0414-7௩-1௩” எனக்‌ 
காட்டுக. 

6, ஓர்‌ அலகுச்‌ சதுரமூகியின்‌ இரு மூலைவிட்டஙகளின எண்ணிப்‌ பெருக்கத்தைக்‌ காண்க ; 
இந்த இரு மூலைவிட்டங்களுககு 5 இடைமிலுள்ள கோணத்தையுங்‌ காண்க. 


2.2. காவிப்‌ பெருக்கம்‌ 


உ என்னும்‌ இரு காவிகளிலிருந்து ஒரு காலியாகிய ஒரு பெருக்கத்‌ 
தைப்‌ பின்வருமாறு ஆக்கலாம்‌ : ்‌ 





0 


௬௨௯. அல அலை வடி ஊனு, அலல்‌ /ச2கண கை அடை சண்டி வய அவது, 
ன்‌ 
னீ 


படம்‌ 5. 


4 ட 


8௨-04, 028 என்பன அவ்விரு காலிகளாகக கொளக ; 0 ஒட 
ஒன்றிடுமாறு [07 என்னுந்‌ தளத்தில்‌ 0.4 யானது திருப்பபபடவேண்‌ 
டிய கோணம்‌ 9 அகுக; அது இரண்டு செங்கோணங்களிலுஞ்‌ சிறிதா 
யிருகக, 0 இற்கூடாகத்‌ களம்‌ .408 யிற்கு ஒரு செங்குத்து வரைவோ 
மாக. இதனைச்‌ சமமும்‌ எதிருமான இரண்டு போக்குகளில்‌ வரைதல்‌ 
கூடும்‌. ற. என்பது செஙகுத்தாயுள்ள அலகுக்‌ காவியாகுக ; &, 1, ௩ என்பன 
இவ்வொழுஙலை எடுக்கப்பட்ட ஒரு வலஞ்சுழித்‌ திருகை ஆக்குமாறு அக்‌ 
காவியின்‌ போக்கு இருக்க; அதாவது, ஒரு செநதிருகானது ௩ இன்‌ 


22. காலிப்‌ பகுப்புச்‌ சுருக்கம்‌ 


நீளததஇிறகு இடப்பட்டபின அத்திருகு 078 முகமாக 04 திருமபுமாறு 
தன்னச்சுபற்றித்‌ திருப்பப்பட்டால்‌, அத்திருகு ॥ இன்‌ நீளத்திற்கு முன்‌ , 
ஷேகைகாய்‌ இயங்கும. 

ட எனபது 1. இன்‌ எதிர்பபோக்கலே தளம்‌ 40 மிற்குச்‌ செங்குத்து ்‌ 
அதாவது உ ற, ஐ. ம எனபனவற்றின்‌ இவ்வொழுங்கிலே எடுக்கப்‌ 
பட்ட ' காவிப்பெருக்கம்‌ (புறப்பெருக்கம்‌ எனறுஞ்‌ சிலவேளை கூறப்படூம்‌) 
பினவரும்‌ உடைமைகளோடுூ கூடிய காலியென வரையறுக்கப்படும்‌ : 

(1) அதன பருமன்‌ [8] சைன 

(1) அதன்‌ இசை & மிறகும்‌ ந யிற்குஞ்‌ செங்குத்தான அலகுக்காவி 
1டஇன்‌ வழியே இருககும; ஆயின்‌, அது & ந என்பனவற்றால்‌ ஆக்கப்படுந 
தளத்திற்குச்‌ செங்குததாயிருக்கும்‌ ; அன்றியும்‌, ௨, நற, ௩ என்பன 
இவ்வொழுங்கல்‌ எடுக்கப்பட ஒரு வலஞ்சுழித்‌இருகை ஆக்கும்‌. ்‌ 

இவ்வாறு வரையறுக்கப்படுங்‌ காலிப்பெருக்கம்‌ &% என்பதனாற்‌ குறிக்‌ 
கப்படும்‌ ; இது “& புள்ளடி ந” என உரைக்கப்படும்‌. [இது சிலவேளை 
&ரி.ம்‌ என எழுதப்பட்டு '% காலி %' என உரைக்கப்படும்‌] மேற்காட்டிய 
குறியீடுபற்றி 

89-|வம| சைன்‌ 9 (16) 
இனி, %)6& என்னுங்‌ காலிப்பெருககத்தை எடூத்து நோககுவோம்‌. வரை 
லிலககணததின்படி, அதன்‌ பருமன்‌ [3||8| சைன்‌ 0; இது &)% இன்‌ 
பருமனுக்குச்‌ சமனாகும்‌. %)6& மின்‌ திசை ௩' இன்‌ வழியே இருக்கும்‌ ; 
அதற்குக்‌ காரணம்‌ ந, 8, ஈட்‌ என்பன இவ்வொழுங்கில்‌ எடுக்கப்பட்ட 
ஒரு வலஞசுழித்‌ இருகை ஆக்கும்‌ என்பதே. எனின்‌, 

ம %&- ந]&| சைன்‌ 9௩ - 38] சைன்‌ 0- -ஐ%], (17) 
இவ்வாறு, மாற்றுலிதி காலிப்‌ பெருக்கத்‌திற்குப்‌ பொருந்தாது என்பதைக்‌ 
காணபோம $ ஆதலால்‌, ஒரு காலிப்‌ பெருக்கத்தின்‌ காரணிகளை எழுதும்‌ 
ஒழுங்குபற்றி நாம்‌ அவகானமாய்‌ இருத்தல்‌ வேண்டும்‌. . 

பின்வரும்‌ உடைமைகளை வாய்ப்புப்‌ பார்த்தல்‌ எளிது : 

8) என்பன சமாநதர காலிகள்‌ எனின்‌, 

88-௦0 (18) 

ச. என்பது ஓர்‌ எண்ணியாயின்‌, 

(8) 5-)3)-2)%0்‌) (19) 

82௰௱--0 எனின்‌, (20) 

8-0 ஆயாதல்‌,றந--0 ஆயாதல்‌, 5, ந) என்பன சமாநதரமாயாதல்‌, அவை 
ஒரே கோட்டிலுள்ளவையாயாதல்‌ இருக்கும்‌. 

எடுத்துக்காட்டு % ர, % என்பன 


ர மூன்று ஆள்கூற்றச்சுக்களின்‌ நீளச்‌ 
திற்குமுள்ள அலகுக்‌ காவிகளெனின ன மது 


) பின்வருவனவற்றைக்‌ காண்க : 
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ர்‌], 1 617001), 0 ர வேய பய 
நாம காண்பன 1 ர்‌ -]1%]%௩%1%-0, (21) 
(18) இன்‌ சிறப்பு வகைகளாய இருத்தலால்‌. அன்றியும்‌, 1, ], & என்பன 
இவ்வொழுங்கில்‌ ஒரு வலஞ்சுழிததிருகை ஆக்கும்‌. இவ்வாறே ட, ], % 
என்பனவற்றின்‌ சக்கரலிடமாற்றினாற்‌ பெறப்படும்‌ ஒழுங்கிலும்‌ இக்காவிகள 
ஆக்கும்‌; அவையாவன ந; % ௩4 உம்‌; ந 1, 1] ௨ம்‌: எனின, நாம்‌ 
காண்பன 
ர%%-1- பரு (29) 
89% -ந- “11 
92 ஆனது, ஒரு காரணியை மற்றையதற்குச்‌ செங்குததான ஒரு தளத 
இல்‌ அதன்‌ செங்குத்தெறியததால்‌ இடம்பெயர்க்க, மாற்றம்‌ அடையாது 
என்னும்‌ முடிபு பயன்படுங்‌ காலிப்‌ பெருக்கங்களின்‌ ஏனையுடைமைகளுள்‌ 
ஒன்றாகும்‌. 
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மி்‌ என்பது 04 யிற்குசண செஙகுத்தாய்‌ 0 விறகூடாகச செல்லுந 
தளத்திற்கு 2 மிலிருந்து வரையப்படுஞ்‌ செங்குத்தின்‌ அடியாகுக. 
ஆயின்‌, 04, 02, 02' என்பனவெல்லாம்‌ &)%1 செங்குத்தான ஒரு 
களததின்மீது இடக்கும்‌. 
ஆதலால்‌, 020 கோசை (ஈ/2-0)--02 சைன்‌ ॥. 
0 எனின்‌, 1-0] சைன 0, 
82% ]வுந1ய- [வ|ற| சைன்‌ 9௨-8%3. (23) 
இம்முடிபு காவிப்பெருக்கங்களின்‌ ப௩&ட்டு விதியைத்‌ தாபித்தற்குப்‌ 
பயன்படும்‌ : அதாவது க 
&%0--௦)--க&%ற-௨)௦௦ (28) 


24 காவிப்‌ பகுப்புச்‌ சுருக்கம்‌ 


்‌ ல ட்‌ ்‌ டர்‌ வி & யிற்குச்‌ 
ம்முடிபை நிறுவுவதற்கு, இத்தாளின்‌ தன த்ற்க்‌ கா | 
ள்‌” த்தான ஒரு தளமெனக்‌ கொள்க; ந, 6 0-௦) _ என்பன 
முறையே ந, ட (0--0) என்பனவற்றின்‌ இ.த்தளமீதான எறிபத்த. 
(29) இன்‌ பிரயோகத்தால்‌, நாம்‌ பெறுவன 5%--89%%', &)60-:%௦ 
என்பன, ஆகவே, (24) ஐ நிறுவுதற்கு ்‌ 
ற--௦)'-8%1'-&% ௦ [612] 


எனக்‌ காட்டுதல்‌ போதியதாகும்‌. 


(97 ௦ 
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படத்தில 27098 என்னும்‌ முக்கோணி ற; 0) (0--௦)' என்பவற்றைக்‌ 
குறிக்கும்‌ பக்கங்களை உடையதாகுக. (--6)'-1'-௦' என்பதைக்‌ காண்‌ 
போம்‌. 2191. என்பது தர: என்பதையும்‌ 98 என்பது &%௦4 
என்பதையுங்‌ குறிக்க, 


படத்தில்‌, 29, 092” என்பன முறையே 29, 02 என்பனவற்றிற்குச்‌ 
செங்குத்தாயும்‌ விகிதசமமாயும்‌ இருப்பதைக்‌ காண்போம்‌. ஆகவே, 
202, 2092. என்னும்‌ முூக்கோணிகள்‌ இயல்பொத்தவை. 202 
என்னும்‌ முக்கோணியை அ தன்‌ தளத்தில ஒரு செங்கோணத்‌ திற்கூடாகத்‌ 
திருப்பி ஒவ்வொரு பக்கத்தையும்‌ |&| : 1 என்னும்‌ வி௫தத்தில்‌ உருப்‌ 
பெருக்கஞ்‌ செய்து, அ10/ஐ என்னும்‌ முக்கோணியை 4798 என்னும்‌ 
முக்கோணியிலிருந்து பெறலாம்‌, எனின்‌, 2: என்னும்‌ மூன்றாம்‌ 
பிக்கத்திற்குப்‌ பருமன்‌ |8].22-][8]1-.0)'] ; அது 8%-:௦)' என்‌ 
பதைக்‌ குறிக்கும்‌. 2௭௮௮ ட இற ஆதலால்‌, நாம்‌ (85) ஐப்‌ பெறு 
வோம்‌ ; அதிலிருந்து (24) ஐயும்‌ பெறுவோம்‌. 
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&, ற என்பனவற்றின்‌ டெக்காட்டுக்‌ கூறுகள்‌ பற்றி, &% என்பதைப்‌ 
பின்வருமாறு பெறலாம்‌ : 
8%--(ஈ2--க--௧௯) % (62--67--62) 
8,62%1--௧௮7)61-ட்கம2௩-- ௨2 %4 
8861-1௬24 %- ௨2 710)071-0 25126] 1 க்வெ 


ர (௨32 ப்‌ கற) ட ர்‌ (84, ட்‌ ப] டு % (கீ வ்‌ கற) (26) 
இதை, 
81 நீ ந 
நே ழே நே (27) 
ந 5 








என்னும்‌ வடிவத்தில்‌ எழுதலாம்‌. 
காவிப்‌ பெருக்கங்களின்‌ இவ்வேறுவேறான உடைமைகள்‌ காவிப்‌ பெருக்கங்‌ 
களைக்‌ கொண்ட கோவைகளையுஞ்‌ சமன்பாடுகளையுங்‌ கொண்டு வினைசெய்ய 
நம்மை இயலுலிக்கன்றன. காலிப்‌ பெருக்கங்களின்‌ காரணியொழுங்கை 
அவதானமாய்‌ நிலை நிறுத்தினால்‌, பொது அட்சாகணித விதிகள்‌ 
அனுசரிக்கப்படலாம்‌. 


உதாரணமாக, 

(8--)% (6-0 --8)%6-8%0-/-%௦-ு%0 (28) 

என்பதை அனுமானித்தற்கு மேலுள்ளதை நாம்‌ பயன்படுத்தலாம்‌. 
காட்டுக்கள்‌ 


1. படம்‌ 5 இல்‌, இணைகரத்தின்‌ பரப்பு |8]|6] சைன்‌ 9--]&%ந்‌[, அன்‌ 
இயம்‌, அவ்விணைகரத்தின்‌ தளத்திற்கு “ வரையப்படுஞ்‌ செங்குத்து காவி 
௩ இன்‌ அதே திசையில்‌, அதாவது &%௰ யின்‌ அதே தஇஇசையிலேயே 
இருக்கும்‌. ஒரு பரப்பளவு .4 யானது அ௮ப்பரப்பளவிற்குச்‌ செங்குத்தான 
திசையையும்‌ அப்பரப்பளவின்‌ பருமனுக்கு வி௫தசமமான பருமனையும்‌ 
உடைய ஒரு காலியினாற்‌ சாவி முறையாகக்‌ குறிக்கப்படலாம்‌ என்னும்‌ 
வழக்கை நாம்‌ மேற்கொண்டால்‌, &% என்னுங்‌ காலிப்‌ பெருக்க 
மானது 8, ம என்னுங்‌ காவிகளை முறையே குறிக்கும்‌ அடுத்துள பக்கங்‌ 
களையுடைய 0408 என்ற இணைகரத்தின்‌ பரப்பளவைக்‌ காவி முறையிற்‌ 
குறிக்கும்‌ என்பதை நாம்‌ காண்போம்‌. 

2. ஒரு புள்ளிபற்றி ஒரிடப்படுத்திய காவியொன்றின்‌ திருப்பம்‌ 

* ஆனது ஒரிடப்படுத்திய காவியொனறாயிருக்க, 1 ஆனது 8 இன்‌ 
தாக்கக்கோட்டிலுள்ள ஒரு புள்ளி 3 இன்‌ நிலைக்காவியெனின்‌, காவி 1 
இன்‌ 0 பற்றி எடுக்கப்படும்‌ காலித்‌ திருப்பம்‌ காவி 33 என வரையறுக்‌ 
கப்படும்‌. இங்கு 

நர (29) 


26 காவிப்‌ பகுப்புச்‌ சருக்கம்‌ 

இத்திருப்பம அக்கோட்டின மீதுள்ள 8 இன்‌ பிறப்பு நிலையைச்‌ 
சாராது இருக்கும்‌. அக்கோட்டின்‌ மீது வேறொரு புள்ளி &' ஐ எடுப்‌ 
போம ; அதன்‌ நிலைக்காலி 1” ஆகுக ; எனின்‌, 1-1 8. 
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அதனோடு, 8, 8 என்னும இரணடூம்‌ ஒரே கோட்டின்‌ நீளத்திற்கு 
இருத்தலால்‌, 7128-0 

ஆகையால்‌, 16-82) டு நு 

7), 

திருப்பம்‌ 18 இன்‌ பருமன்‌ |] சைன்‌ 9ி-ற[*|, இங்கு ற ஆனது 
0 இலிருந்து * இன்‌ தாக்கக்கோட்டின்‌ செங்குத்துத்‌ தூரம்‌. ர இன 
திசை புள்ளி 0 ஐயும்‌ * இன்‌ தாக்கக்கோட்டையுங்‌ கொண்ட தளத்திற்குச்‌ 
செஙகுத்து. ்‌ 

தன்‌ நிலைக்காலி ந ஆயுளள ஒரு புள்ளிபற்றி * இன்‌ திருப்பம்‌ 

(௪. (30) 


பயிற்ச 15 


3. 3 -%) நர்்‌-3) ம்‌] எனின, 
பின்வருவனவற்றின பெறுமானஙகளைக காணக: '” 
டு ௨௫, 0%%% ம்‌ 624.5, ) 80%), 
௫) 8%%9, (0 (௦) ஸ்‌) 8% (ற்‌. 
2: ஒர முககோணிமின ஈசசிகள்‌ 4, 8, 0 எனபனவறறின நிலைக்காலிகள முறையே 
ர 141) -% எனபனவெனின்‌, பின்வருவனவறறைக்‌ காணக,. 
டு) சைன 4, சைன்‌ 2, சைன்‌ என்பனவறறின்‌ பெறுமானங்கள, 
(1) அமமுககோணிமின தளதஇறகுச செஙகுததான அலகுசகாவி, 
(18) அம்முக்கோணியின பரபபளவு, 


காவிகளின்‌ பெருக்கங்கள்‌ 27 


8. தாலி (1, 8, 6) உற்பத்தியிலிருந்து வரையப்பட்டுள்ளது. (1, 0, 1) என்னும்‌ புளளியிலி 
ருந்து இதறகுச்‌ செங்குத்தான காலியைக்‌ காண்க. 

4, ஆள்கூற்றுறபத்தி 0 இலிருந்து வறையப்படும்‌ 8, ற, 6 என்னும்‌ மூன்று காவிகளின 
முனைப்புள்ளிகள்‌ 4.80 என்னும்‌ ஒரு முூககோணிமின உச்சிகளாகும்‌. பின்வருவனவற்றைக்‌ 
காண்க. 

(4) உற்பத்‌ தியிலிருந்து அம்முக்கோணியினது தளத்தின்‌ தூரம, 
(1) அம்முக்கோணிமின்‌ பரபபளவஷு, 
(44) 0.4.580 என்னும்‌ நான்முகயின்‌ கனவளவு. 

ந, ௭௮(3, 377,0) ஆயும்‌ 1--(ஐ, 3, 0) ஆயும இருந்தால்‌, புளளி 1 இறகூடாகச்‌ செல்லு 

'காலி 8 இன்‌ உற்பத்திபற்றிக்‌ காவித இருபபம்‌ (0, 0, 2 -32) எனக்‌ காட்டுக, 


2.3. மும்மைப்‌ பெருக்கம்‌ 


உர்‌, ௦ என்பன எவையேனும்‌ மூன்று காலிகளெனின்‌, 6 தட 
3%௰ இன்‌ எண்ணிப்‌ பெருக்கம்‌ (8%).௦ என எழுதப்படம; அது 
ஒரு மும்மையெண்ணிப்‌ பெருக்கமெனக்‌ கூறப்படும்‌. 

இப்பெருச்கமானது &, ற, 6 என்பனவற்றை அடுத்துள விளிம்புகளாக 
வுள்ள இணைகரப்பரவையின்‌ கனவளவிற்கு எண்ணளவிற்‌ சமம்‌ என்பதை 
நாம்‌ காணல்கூடும்‌. 89%, 6 என்பனவற்றிற்‌ இடையிலுள்ள கோணம்‌ 
ம்‌. என்னுங்‌ கூர்ங்கோணமாயிருக்கும்‌ வகையை எடுத்து நோக்குக. 


&%உ௰ 
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(896).6-18% ||] கோசை ஜ்‌, 
-ு 8 || சைன 916] கோசை ழ்‌. 
0,4, 02, 00 என்பனவற்றை விளிம்புகளாகவுடைய இணைகரப்பரவை 
யின்‌ கனவளவை எடுத்து நோக்குவோமாயின்‌, 0.4, 022 எனபனவற்றைக்‌ 
கொண்ட முகத்தை அடியாக நாம்‌ கொள்ளலாம்‌. 
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அவ்வடியின்‌ பரப்பளவு |8| [5] சைன்‌ 9; அவ்விணைகரப்பரவையின்‌ 
குத்துயரம்‌ [6] கோசை ழ்‌. எனின்‌, அவ்விணேகரப்பரவையின்‌ கனவளவு 
4| || சைன்‌ 0 [8] கோசை ஜ்‌ என நாம்‌ பெறுவோம்‌. ; இது (636). 6 
என்னும்‌ மும்மையெண்‌ பெருக்கமாயும்‌ இருக்கும்‌. 
கோணம்‌ ழ்‌ ஆனது கூர்ங்கோணமாய்‌ இருக்கவேண்டும்‌ என்னும்‌ 
'நியதியில்லாத பொது வகையில்‌ 
(96%). ௦ 1 இணைகரப்பரவையின்‌ கனவளவு (81) 
(௦). 2௨(%௦) (92) 
என நாம்‌ காட்டல்கூடும்‌. 
ஓவ்வொரு பக்கத்தையும்‌ [&, ற, 6] அல்லது (86) அல்லது ( 6, ௦) 
என்னுங்‌ குறியீட்டால்‌ நாம்‌ குறிக்கலாம்‌. 
சமன்பாடு (27) பயன்படுத்த, 
[2, 1, 61--|௨, ட 8, 
த 6 8 


தேரே சே 








(9) 
என்பதை நாம்‌ பெறல்‌ கூடும்‌. 

துணிகோவைகளின்‌ உடைமைகளைப்‌ பயன்படுத்த, 

[8, ற்‌, 67] ல [1,034] க [6, டி ங்‌] 
- [010] -ம்‌,௨ 01- -[6), 8] (98) 
என நாம்‌ காணல்‌ கூடும்‌. 

& 8, 6 என்பனவற்றிலிருந்து சக்கரவிடமாற்றினாற்‌ பெறக்கூடிய 
ஒழுங்லுள்ள மூன்றுகாவிகளுள்ள பெருக்கங்களுக்கு ஒரு குறியும்‌ ஐ, 6 
என்பனவற்றின்‌ சக்கரவிடமாற்றிலிருந்து வருவனவற்றிற்கு எதிர்க்குறியும்‌ 
உண்டென நாம்‌ காண்போம்‌. 

% 1) 6 என்பன ஒருதளக்‌ காவிகளெனின்‌, [ஆ ற்‌, 6] 0. 
[2, 1, 01-0 எனின்‌, 

8-0, அல்லது 1-0, அல்லது 6-0, அல்லது 3, %, 6 என்பன 
ஒருதளத்திலுள்ளவை. . 

குறிப்பாக, 8, 1, 6 என்பனவற்றுள்‌ எவையேனும்‌ இரண்டு சமமாயின்‌, 
[8ற்‌, 610. 

உ-ம்‌. எந்த & யிற்கும ற மிற்கும்‌ [த 8, ]--0,. 

(86%) ௦ போன்ற காவிமும்மைப்‌ பெருக்கம்‌ ஒன்றையும்‌ நாம்‌ வரை 
யறுக்கலாம்‌. (8%ஈ)%௦ என்பதும்‌ வித்தியாசாமானவையெனக்‌ சாணப்படு 
தலால்‌, இங்கு அடைப்புக்குறியை எ௩கே இடுவதென்பது முக்கவயமாகும்‌. 
சூத்திரம்‌ (36) ஐப்‌ பயன்படுத்த, 


86(9%6)-(௨9) -(8%)6 (25) 
என்று காட்டலாம்‌. 
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சமன்பாடு (85) இற்குப்‌ பல்‌ சுவையான நிறுவல்கள்‌ உள. வாசகர்கள்‌ 
இதன்‌ நிறுவலுக்கான மாற்று வழிகளைப்‌ பரிசீலிப்பார்களாக. 
2.4. இரு கோடூகளின்‌ தம்முள்‌ திருப்பம்‌ 
௬, 3: என்பன தம்‌ நிலைக்காவிகள்‌ 1) 1” என்பனவாக முறையே 
, 11 என்னுங்‌ கோடுகளின்மீது இடக்கும்‌ புள்ளிகளெனக்‌ கொள்க. 
ம, ற்‌ என்பன அவ்விருகோடுகளின்‌ நீளத்திற்கு எடுக்கப்படும்‌ அலகுக்‌ 
காவிகளாகுக. 


படம்‌ 10 


7” இன்‌ நீளத்திற்கு உள்ள ஒரு காலி * இன்‌ &£ பற்றி எடுக்கப்படும்‌ 
காவித்‌ திருப்பம்‌ 8 ஆனது 
மரீ 6 -ற) உய்‌ 
என்பதனாலே தரப்படும்‌, 4' இன்‌ நீளத்திற்கு உள்ள காவி * இன்‌ 
கோடு 1 பற்றி எடுக்கப்படும்‌ எண்ணித்‌ திருப்பமானது புள்ளி £ பற்றி 
எடுக்கப்படும்‌ காலித்‌ திருப்பத்தின்‌ $ இன்‌ நீளத்திற்கு உள்ள கூறென 
வரையறுக்கப்படும்‌, அதாவது கூறு) 8, இதற்கு ர 
ப ஹை | (80) 
என்னும்‌ பெறுமானம்‌ உண்டு, 
கோவை (86) மாற்றப்படாதிருக்க, ஆனது 1 இன்மீது யாதுமொரு 
புள்ளியாயும்‌ 22” ஆனது 7! இன்மீது யாதுமொரு புள்ளியாயும்‌ இருத்தல்‌ 
முடியும்‌ என்பதை நாம்‌ வாய்ப்புப்‌ பார்க்கலாம்‌. 
ஒரு கோடுபற்றி இரண்டாங்‌ கோட்டின்‌ நீளத்திற்கு உள்ள அலகுக்‌ 
காவிமின்‌ திருப்பம்‌ இரண்டாங்‌ கோடூபற்றி முதற்கோட்டின்‌ நீளத்திற்கு 
உள்ள்‌ அலகுக்‌ காலியின்‌ திருப்பத்துக்குச்‌ சமம்‌ என்பதையும்‌ நாம்‌ 
அறியலாம்‌. மா ஐ நி [ரு மட்‌ ய என்பதைக்‌ காணுதலால்‌ 
இம்முடிபை நாம்‌ தாபிக்கலாம்‌ ; இச்சமத்தன்மையைத்‌ துணிகோவை 
களின்‌ உடைமைகளிலிருந்து காணலாம்‌. 
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ழா ஐய] றட ய (87) 
என்பதை அவ்லிரு கோடுகளின்‌ தம்முள்‌ திருப்ப மென வரையறுக்‌ 
இன்றோம்‌. 

அவ்லிரு கோடுகளும்‌ ஒன்றையொன்று வெட்டினால்‌, %- 0. 

எடூத்துக்காட்டு,. இரு கோடுகளின தம்முள்‌ திருப்பம்‌ ௩ ஆனது 

௩-0. சைன்‌ 0 

என்பதன்படி வரும எனக்‌ காட்டுக. இங்கு இரு கோடுகளுக்குமிடையி 
அள௱ள மிகக்‌ குறுகிய தாரம்‌ 0; கோணம்‌ ॥. 

படம்‌ 10 ஐப்‌ பயனபடுத்த, பொதுச்‌ செங்குத்து பெருக்கக்‌ காலி 
மடியா இன்‌ இசையில்‌ இருக்கும்‌. இத்திசையிலான அலகுக்‌ காலி 
டாம்‌ | யாட்‌ 1-1 1 கோசீ 9. பொதுச்‌ செங்குத்தின்‌ நீளம்‌, 
பொதுச்‌ செஙகுத்தின்‌ மீது காலி 88' இன்‌ எறியமாகையால்‌, 


(1-0. (061) கோச 0 
கர்‌, உ ம) கோசி 0-1 கோடி 09 
இதனால்‌ ர 4 சைன 0 


2.5... நேர்‌ மூவடையும்‌ மறை மூவடையும்‌ 


1, ], % என்பன ஒரு வலஞ்சுழியாள்‌ கூற்றுத்‌ தொகுதியின்‌ மூன்று 
அச்சுக்களின்‌ நீளததிற்கும்‌ உள்ள அலகுக்‌ காவிகளைக்‌ குறிக்குமெனின்‌, 
முமமையெண்ணிப்‌ பெருக்கம [ந $, 19-11 எனக்‌ காண்போம்‌. 
இவ்வகையில்‌, 4, ]; % என்னும்‌ மூனறு அலகுக்‌ காவிகளும்‌ இவ்வொழுங்‌ 
கில்‌ ஒருநோ மூவடையை ஆக்குனெறன என்று நாம்‌ கூறலாம்‌. ர], % 
எனபனவற்றிலிருநது சக்கரவிடமாறறினாற்‌ பெறப்படும்‌ $, % ந, உம்‌ 
%, 1, ] உம்‌ நேர்‌ மூவடைகளுமாகும்‌ எனறு காணுதல்‌ எளிது, ஆனால்‌ 
ர, ந 1 கம்‌ ந) 1) % உம்‌, ஆ ர) 1 உம்‌ இடஞ்சுமித்‌ தொகுதிகளுக்கு 
உரியவை ; அவை மறை மூவடைகளாகும்‌ ; இவ்வொழுங்குகளில்‌ எண்ணிப்‌ 
பெருக்கங்களின்‌ பெறுமானம்‌ -1, ஒரே சக்கரவொழுங்கைக்‌ கொண்ட 
ஹூவடைகளுக்கு ஒரே குறி உணடு. 


% %, ௦ என்னும ஒருதளக்‌ காலியல்லாதவையாஇய எம்மூவடைக்கும 


இக்குறியீட்டை விரிக்கலாம. அத்தகை மூவடையை, காலிகளுள்‌ யாதொன்‌ 
றும்‌ மற்றையிரண்டின தளத்தைக்‌ கடக்காதவாறு அக்காவிகளைக்‌ கூர்ங்‌ 
கோணஙகளுக்கூடாகச்‌ சுழறறுதலால்‌, தம்முட்‌ செங்குத்தான மூன்று 
காலிகளின்‌ மூவடையாக உருமாற்றல்‌ முடியும்‌. ௩ ), 6 என்னும 
மூவடை கருமாற்றப்படுகலால்‌ வரும்‌ தம்முட்‌ செங்குத்தான மூன்று 
காவிகளும்‌ நோமூவடையையோ மறைமூவடையையோ ஆக்குதற்கேற்ப 


1, 6 என்பன ஒரு நேர்மூவடையையோ மறை மூவடையையோ 
ஆக்குமென்று கூறுவோம்‌. 
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&, 1, 6 என்பன தருநேர்‌ மூவடையை ஆக்கும்போது, முமமையெண்‌ 
ணிப்‌ பெருக்கம்‌ [ உ %, 6] இற்கு நேர்ப்‌ பெறுமானம்‌ உண்டு. ஒரு மறை 
நூவடைக்கு மும்மையெணணிப்‌ பெருக்கம்‌ மறைக்குறியை உடையதாகும்‌. 
ஆ 1, ௨ எனபன நேர்மூவடையை ஆக்கினால்‌, அவ்வாறே ந, டி .& உம்‌ 
௦, உற்‌ ௨ம்‌. ஆனால்‌, 8, 6, உமறர்‌,8,௦ ௨ம்‌ ற, ௨ம்‌ அப்போது 
மறை மூவடைகளாகும்‌. ட்‌ 

முன்னர்‌ தந்த காலிப்‌ பெருக்கத்தின்‌ வரைலிலககணத்தில ஐ, ந ௨ம்‌ 
8 ௨ம்‌ அவ்வொழுங்கில்‌ ஒரு நேர்‌ மூவடையை ஆக்குமாறு &%% யின்‌ 
போக்கு எடுக்கப்பட்டதென நாம்‌ காண்போம்‌. 

2,6. கேத்திரகணிதப்‌ பிரயோகங்கள்‌ 

பகுபபுக கேத்திர கணிதப்‌ பேறுகள்‌ பலவற்றைக்‌ காவிக்‌ குறிஸீட்டினாற்‌ 

சுருக்கமாகப்‌ பெறலாம்‌. உதாரணமாக ஒரு கோட்டின சமன்பாட்டை 
ரர) 2]ழ்‌ 

எனறு எழுதலாம. இங்கு கோட்டிலுள்ள ஒரு புள்ளியிலான நிலைக்‌ 

காலியே ஈட; 1 என்பது கோட்டின்‌ திசைக்‌ கோசைன்களைத்‌ தருகறது. 

என்பது ஒர்‌ எண்ணிப பரமானி, அது புள்ளிக்குப்‌ புள்ளி மாறுகிறது. 

மேலும்‌ மையம்‌ 0 உம்‌ ஆரை ஈ உம உள்ள ஒரு கோளத்தின்‌ சமன்‌ 


பாடு 3-8, 
மையம்‌ றட உம்‌ ஆரை ம உம்‌ உள்ள கோளத்தின்‌ சமனபாடுூ 
5-௨ 


புள்ளி ற) ஊடாகச செல்வதும்‌, தனக்குச்‌ செஙகுத்தாக அலகுக காவி 

ஙு உடையதுமான ஒரு தளத்தின்‌ சமன்பாடு 
-ரற.ற-0 

உதாரணம்‌. ஒரு நீள்வளையத்துக்கு 8 நீளப்‌ பேரியச்சு உண்டு. அதன்‌ 
குவியங்கள்‌ 8, 8 என்பன 6,-6 எனனும நிலைக்காவிகளை உடையன. 
அதன்‌ சமன்பாடு ள்‌ 
(2. 0)2-க(2-௦5) ௦40 
எனக்‌ காட்டுக. 

2 என்பது நீள்வளையத்திலுன்ளதும நிலைக்காலி 1 உடையதுமான ஒர 
புள்ளியாயின்‌ 


2 10-௯ 
அது, 
849 48-௦2 
அல்லது 
நூ 26, 1-6) 6) ய 


(1₹--2௦.1-௦5)- (12-20. 005) 46. (ம்‌) 


95 காவிப்‌ பகுப்புச்‌ சுருக்கம்‌ 
(ம) ஐ 0) ஆற்‌ பிரிக்க, 

க ௨0-05) - 4(1- ச படஜி 31 (ம்‌) 
(0) இலும்‌ (ம்‌) இலுமிருந்து, 


ஏ %1-௦) 2-4 (6௮2) 
வர்க்கத்து ஒழுங்குசெய்ய, வேண்டிய சமன்பாடு வரும்‌, 


பயிற 11 ௦ 


1. கம்‌ -ர்‌ 07 -2ரர ௦௯ம43] எனத்‌ தரபபட்டால்‌, %, 6, ௦ என்பன ஆக்குவது 
நோ மூவடையோ, மறை மூவடையோ எனத்‌ துணிக. 


பின்வருவனவறறின்‌ பெறுமானங்களைக்‌ காண்க, 


(0 8.[(8-)%0), (1) (869.0), 
(ம்‌ 8௫%), ) (8.0) -(8.3) ௦. 
2, 8%%௦)-:(0%8)-0% (8%ந)-0 
எனச காட்டுக. 


8. 34-]-:9% என்னும்‌ புள்ளிககூடாகத தாக்கும்‌ 91-% ஆற்‌ குறிசகப்படும்‌ ஒரு 
லிசையின்‌ காலித்‌ திருப்பம 1 - 94--% என்னும புள்ளி பற்றிக்‌ காண்க, ட 

*: % என்னும ஒரு காவி ஐ-)3-(பூ-46 என்னும்‌ வடிவத்தில்‌ எழுதப்பட்டுள்ளது ; 
இங்கு, 3, ம, ௦ என்பன தநத மூன்று ஒரு தளககாவிகளல்லாதவை. 


_௩%,87 ௩௦8  நஐ௫ 
இறவ! நகல்‌ (கரு 


என்க காட்டுக, 


8, 1, 6 என்பன ॥, ], 8 ஆகுமெனக்‌ கொள்ளபபடூமிடத் து இம்முடிபின்‌ கருத்தைக்‌ கூறுக, 
5, 0 என்பது 91 -%, 1-2] என்னும்‌ 
கோணமெனின, 


இரு காலிகளுக்கும்‌ இடையிலுள்ள 


(1) ௨ற்‌ என்னும்‌ இரண்டுக்குஞ்‌ செங்குத்‌ தான ஓர அலகுச்‌ காவியையும்‌ 
(1) சைன) என்பதையும துணிக. 


ணய 

8. 4(9, 7) -இ, நல(, ந, 1) 401-027, 
எனனுங்‌ கோடுகள்‌ ஒன்றையொன்று வெட்டுமெனச்‌ காட்டு, 
1. 04, 02, 00 என்பன 0 
பொருததவுமிலலை ; செங்குத்தாயு, 
020 இறகு திமிகோணத்‌ 
யறுக்கப்பட்டூள, 6, 6, 1 என 


ூ ன்‌ 
22 -14% எனின்‌, 40, நற 
இனூடான மூனறு கோடுகள்‌. இவற்றுள்‌ எவலிருகோடும 
மில்லை. தளம்‌ ஐ, 04 இனூடாகச்‌ செல்வதுடன தள்ம 
,ததாயும்‌ உள்ளது. 8, * எனபவையும்‌ ௫ போன்று வரை 
பவைக்குப்‌ பொதுவான கோடு ஒன்று உண்டென தநிறுவுக. 
[ஜேர்‌, 387! 1969] 
ந்‌ என்னும அல 


குக காவிகள்‌ செங்குத்தானவை ; ட என்னும்‌ அலகுக்‌ காவி 
8, % என்னும்‌ இரண்டிற்கும 0 என்னுங்‌ கோணத்திற்‌ சாய்நதிருகன்றது. $கோசை 0, 
*-- - கோசை 80 ஆயிருககுமிடத்து 


6-8(௨40) 8 ௨) 


எனக்‌ காட்டுக, 


காவிகளின்‌ பெருக்கங்கள்‌ ௦ 


% என்னுங்காலி 5-௨ % 66% என்னுஞ்‌ சமன்பாட்டைத்‌ இருப்‌இயாககுசன்றது. எவின்‌, 
௯-2 %-ட௦% (௨) (6.2 6 
எனச்‌ காட்டுக ; இதிலிருந்து 


கட்‌ (0 “நக பக்‌ ட 2 


என்னுந்‌ தீர்வைப்‌ பெறுக. [00% 38. 8, 19571 

9. ஐ,ற்‌, 6 என்பன மூன்று காவிகள்‌; அவறறுள % ஆனது ந, 6 என்னும்‌ 
இரண்டிற்குஞ்‌ செகுத்து ; |6[-[0]. தம்‌ நிலைக்‌ காலிகள்‌ 8, 1, 6 என்பனவாயுள்ள 
புள்ளிகள்‌ மூன்றுக்கு மூடாகச்‌ செல்லுந்‌ தளத்தின்‌ சமன்பாடு 


& ந -௦ 

அலி ட்ட ட ரி 

(ரஜி ௬௮ ்‌ 
எனக்‌ காட்டுக. 


இதனைத்‌ துணைக கொண்டாயினும்‌ பிறிதொரு முறையாலாமினும்‌, 
(1, 11), (-1,2 1) (-7, 12) 


என்னும்‌ புள்ளிகளுக்கூடாகச்‌ செல்லுந்‌ தளத்தின்‌ சமன்பாட்டைக்‌ காணக. 
[0ஷேல்‌, 71. 8, 1966] 





30. மூன்று காவிகள்‌ பின்வரும்‌ வடிவத்தில்‌ எழுதப்பட்டுள்ளன : 
ந கல்ரரம்‌-்‌ ௩௬729) 

இங்கு ர, 1, 1 என்பன நிமிர்கோணமல்லாத (9௬ ததளமானவையல்லாதி) மூனறு அலகுக்‌ - 
காவிகள்‌. ஏத என்னும்‌ எண்கள்‌ 

ர௩-0%4) 
10509 
என்னும்‌ வடிவத்தில்‌ எழுதப்படக கூடுமெனக்‌ காட்டுக ; 
9, 8௩ என்பனவற்றிற்கும்‌ இரண்டு ஒத்த கோவைகள்‌ தருக. 7, 75 என்பனவற்றின்‌ காலிப்‌ 
பெருச்கத்தைண கொண்டோ வேறு முறையாலோ 


௩ 








டை 9 51 
2 2-0 
30% 8 
எனின, 1) 1, ந, என்பன ஒருதளமானவையெனக்‌ காட்டுக. [ஸேஸ்‌. த. 39, 8, 1957] 


11, மூன்று தளங்களுக்கு ஈ.1--0, £.ு-0, £.ற-0 என்னுஞு சமன்பாடுகள்‌ உண்டு ; 
இறகு 1, றா, ந என்பன அலகுக்‌ காவிகள்‌. ந என்னுங்‌ காலி இவ்வலகுக்‌ காவிகளுக்குச்‌ 
சமசாய்வில்‌ இருக்க வேணடிய நிபந்தனைகளைத்‌ தருக. 1, 1, ற என்பன முறையே (1, 2, 8), 
(8, 9, 6), (0, 8, 4 என்னுந்‌ இசைகளைக காட்டும்‌ வகைக்கு அத்தகைக்‌ காவியைக்‌ காண்க. 
தன்‌ அரையுச்சிக்‌ கோணம்‌ கோசை-3(1/47(6)) ஆ இத்தளககள்‌ மூன்றையுந தொடும்‌ ஒரு: 
கூம்பு உண்டென இதிலிருந்து உய்த்தறிக ; இக்கூம்பின்‌ காலிச சமன்பாட்டைத்‌ தருக. 

[ஷேஸ்‌. 2, 3. 5. 19601 

12. இரண்டு கோடுகளின்‌ காலிச சமன்பாடுகள்‌. 

ஜல ஜட்ஜ்‌, நற 4 


என்பன ; இங்கு, 1, றம என்பன அலகுக காலிகள்‌ ; ௪, ௪ எனபன எண்ணிப்‌ பரமானங்கள்‌. 
கோசை 0-1, ஆகுமிடத்து, அவறறிற்கு இடைமிலுளன மிகக்‌ குறுகிய தூரம்‌ 


54 காவிப பகுப்புச்‌ சுருக்கம 


[5-ற,1,றபுகோசீ0 
என நிறுவுக 
செககோண டெககாடடாள கூறுகளில தம சமனபாடுகள 
உமம -6௰-3 4-0 - 18(2-0) 
ஆயுளள கோடுகளுகடையிலுளள 72” எனனும மிகக குறுகிய தூரததைக காண்க 
25௭ இன மையததஇன அஆளகூறுகளையுங காண்க. (0ல்‌, ந, 38, 1945] 
18. (09) ய. உ) எனபவறறிறகு முபபரிமாணக காலிகள ஆ, ற, 6, 4 பற்றிப்‌ 
பினவரும சமனபாடடைத ரகக 
92-ம்‌ 4490-ம்‌. 
(4) ஒரு நானமூடியின இழு சோடிப பககங்கள செகஙகுததாயில, மூனறாவது சோடியும 
செஙகுததெனறு காடடுக [ஷேல்‌, 394, 8, 1958] 
14, நிலைககாலி ந உளள ஐ புளளி 9 யிலிநநது ர--8-ட)ந்‌ என்ற கோடடுககான 
செஙகுததின அடி 25 ஆகும கோடு 222 யின சமனபாடு 1-1 பர்‌%((௨- 9) 61) எனறு 
காடடி, 72 யின நிலையைஈ காணக, [லேக்‌. 2. 18. 8, 1953 
15 இரு காலிகள 8, ம எனபவறறின காலிப பெருககம 8565 எனபதை வரையறுதத, 
3,)ற்‌ எனபவறறின தொடாபில அதன இசையையம பருமனையும பறறிச்‌ சர்ச்சகக. 
ரன வருளகு சூதஇரஙகளை நிறுவுக . 
(08%00)-(2.0)0-(2.0)௦, 
8600-1060 8-0௦(&8))-0. 
04, 02, 06 எனபன முறையே 020”, 004”, 0.49” எனனுந தளஙகளுககுச 
செயகுததாகுமாறு 9 எனனும தரே உசசியையுடைய 040, 041101 எனனும்‌ இரண்டு 
மூமமுகக கொணஙகள உணடெனின, 0447, 085” 000” எனனுந்‌ தளங்களுக்கு ஒரு 
கோடு பொதுவாகும. எனறு (ய) ஐ மேலும்‌ பிரயோதிதது அலலது வேறு முறைப்படி காட்டுக. 
௩௯3 037 1069] 
16. காலித தொகுதியொனநில நோகோடடச சாராமையை வலியுறுததிச்‌ சொலவதன 
பொருளெனனவென கிளகருக ஐ,, 6 எனபன தோகோடடுச்‌ சாரா வெளிக்‌ காலிகளின 
2 ட? எனபன எணகளாயிருஃகுமிடதது வேறு யாதும்‌ வெளிககாலி ம ஆனது 
-ற8- ஜ்‌ 470 
என்னும வடிவததில உணா ததபபடலாமென நிறுவுக 


80, 64 எனபன 4029 எனனும ஒ௫ நானமுடயின உசசிகளின நிலைககாவிகளொனின, 
பினவருவனவறறை இிறுவுக ; 


(%%௦-0%(4 ௧௦௦3 எனனுக காலியான 
ன்னு து 480 என்னுந தளததிறகுச செங £ 
யும 450 எனனும மூக்கோணத தின பரபபளவின இ, ட எ 


டையதாயும்‌ இருககும வடட. 

(ம) 480 எனனுந தளததின சமனபாடு 
%. (16-02-1890) (09 
(ம்‌ 4862 எனனும தானமுசயின கனவளவு 
3:(809-௦௦ -(62&ய-(5%ய), 

[1௯௨, ௦, 17 1960) 
[8,%, 6-9. 6) எனின, கேததிரகணிதமுறையாராய்விஞல 
(8, 5, 0-1, ௦, ௨- -ரநு,ஐ, 6] 


ர்‌ 


எனக காட்டுக, 


காவிகளின்‌ பெருக்கங்கள்‌ 95 


தசம்‌ -௧௦, 2ம்‌ (2 - ற) 0 "எனின்‌, 
ந, -(௩௩1ர) (2, ந, 0] என நிறுவுக. 
[ஸேம்‌, 38, 8. 7, 19487 


18, உ,.ற, 6 என்பன மூன்று ஒருதளக்‌ காலிகள ; ற, 6 எனபன முறையே 6, ௦ எனனும 
பருமனகளையுடையனவாய ஒனறுக்கொன்று செங்குததாய்‌ உளளன. ர எனபது யாதுமோர்‌ 
உற்பத இக்கு அரைக காலியாய இருகக, ), எனபது - ௦௦ தொடங்க? ௦ வரைக்கும உளள 
எலலாப்‌ பெறுமானங்களையும்‌ எடுக்கும்‌ ஒர்‌ எண்ணிப்‌ பரமானம எனின்‌, ர-.])ற்‌ 36 
எனபது 53/௦ எனனுஞ்‌ செவ்வகததையும்‌ ஐ-- (03/40) 6 எனனுவ குலியத்தையுமுடைய 
ஒரு பரவளைவைக குறிக்குமெனக காடருக. 

அபபரவளைலில்‌ யாதுமொரு புள்ளி ), இல வரையபபடந தொடலி ற.--8),0 எனஞு 
காலியின இசையிலும செவவன 8),020 - 3 எனனுக கரவிமின இசையிலும்‌ உண்டெனறு க 
காட்டுக [லேம்‌. 2, 3, 8. 1955] 


19. தந்த ஜா உற்பத்திபறறி மூனறு புளளிகளின நிலைககாவிகள %, 6, % எனபன 
இககாலிகள ஒருதளக்காலிகளாதறகு வேண்டிய "போதிய ஒரு நிபந்தனை 7.(0%ந) 
பூசசியமாகல எனபதேயெனக காட்டுக. 

மையம்‌ உற்பததியாக அலகாரையையுடைய ஒரு கோளத தின மீதுளள மூனறு வெ.றுவேறு 
புளளிகளின நிலைககாலிகள &, ந, 0 எனபன; இஙகு, &.(8%0) 40. ந, எனபன 
வறறிறகும 0, & என்பனவறறிற்கும &, ந எனபனவறறிறகும்‌ இடையிலுளள கோண௫கள 
முறையே ந, 6, 6 எனபன. ற,&-, ற.ந-0, ற,0-0 ஆகுமாறு ஒரு நாலாம 
புள்ளிக்கு ந எனனும்‌ நிலைககாலி உணடு. &, $ எனபனவறறின தளததிறகுச செஙகுத்‌ 
தான அதன கூறறின பருமன 
(கோசை உ கோசை 8 - கோசை %) 4-6 (கோசை ம்‌ கோசை ௦ - கோசை ௧) 

(&.5)00) சைன ௦ 
எனக்‌ காடடுக 


[கேற்‌, 38. 7), 1959] 


20. காவிப பெருககம்‌ 1)69 எனபதறகு வமைலிலக்கணம கூறி, 1 அலகுப பருமன 
உடையதாமின (161) ம எனபது * இன ॥ இறகுச்‌ செஙகுததான கூறு எனக காட்டூக. 

அ யும்‌ இ யும்‌ நிலைப்பட்ட புளளிகள. 17 எனபது 4.9 பிறகுச செறகுததான தரபபடட 
தோரு காவி. முபபரிமாண வெளியில பின்வரும்‌ காலிச்‌ சமன்பாடுகளால்‌ வரையறுககபபடூம 
ஒழுககனைக கேத்திரகணிக முறையில விபரிகக ; 

ப அவது வவட ட வட 
1) 42,220, ம 42282. 
[1ப0. ௦, 18, 19571 

21. 9, %, ம என்பன எவையேலும மூனறு காவிகளெனின, 

9) .ய%-ம.௰3 
எனக காட்டுக, 
(805) (64) எனபதை எடுததுச சிததித்தலாலோ வேறுமுறையாலோ 
[8,ற, 60 6-[ற,6, 008--[6, &, (1--[2,ற, 0] ௦. 
எனக்‌ காட்டுக, 
0-3 அகுமிடதது, வலபபககத்திலுள்ள மூம்மைப பெருககங்கவின்‌ பெறுமானத்தை 


(&, 9, 6] எனபனவற்றின எணணிப பெருககஙகள பறறிக கணிகக, 
[ஷேஷ்‌, 2, 38. 1960] 
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99, &,8,0 என்பன மாறாத மூன்று ஒருதளமல்லாக்‌ காவிகளாமிருக்க, ர எனபது 0 
இலிருந்து வரையப்படும்‌ ஆரைக்‌ கரலியாகுமிடத்து, முறையே 7.&1, ர.$-1, 1,041 
என்பனவற்றாலே தரப்படும்‌ மூன்று தளங்களின்‌ பொதுப்‌ புள்ளிக்கு 0 இலிருந்து வரையப்‌ 
படுங்‌ காவியைக்‌ காண்க. 

3, ௦4 என்பன 0 இலிருநது வரையப்படும்‌ நான்கு காவிகளெனின்‌, அவற்றின 
முனைப்‌ புள்ளிசளிலிருந்து சம தூரமான புள்ளி 
84(ற்‌, 0, 09-56, 8, 004௦12, ,0)-05()ம, 07 
 நடவிக்‌ ந கவி (கர்‌ கம்‌, 8] 
எனபதாலே தரப்படுமெனச காட்டுக ; 
இங்கு, (உர்‌,0-௧%0%6-6%&, 

[8ள்‌,01--8.0%0) 


ர- ஈழ 


[ஷேஸ்‌. ஓ, 3. 1948] 


28. 8 மி என்னுங்‌ காலித தொகுஇககு நிகர்மாற்றான ற, 1, என்னுங்‌ காவித 
தொகுதி 7-3). 89% நே ஆகுமிடத்து 
வேட க%0 ட (ஆ 


9 ற்‌ 3 இக ்‌ 
ர 0 88 











ந்‌, - 


என்பனவற்றால்‌ வரையறுக்கப்படும்‌, 
ந, லவ்‌; 1/2. 820 2, 
எனச்‌ காட்டுக, 

&ப மே என்பனவறறிற்குச்‌ சமாந்தரமான அ௮ச்சுக்கள்‌ 0 என்னும ஒரு புள்ளியிலிருநஓ 
எடுககப்படன்றன ; அவ்வசசுககளின்‌ மீது உ] &ூ/% வடி என்பனவற்றிற்கு வித 
சமமான வெட்டூத துண்டுகளை ஒரு தளம்‌ வெட்டூன்றது. இத்தளம்‌ நற்‌, 4-நற்‌, கஸ்‌, 
எனபதன்‌ திசைககுச செங்கு ததெனக்‌ காட்டுக 

[ஸேம்‌, 2. 7. 8. 1946] 

94, ,9 எனனும்‌ இரண்டு காவிகளின்‌ காலிப பெருக்கத்தை வரையறுக்க ; 

2%ண(9%-60.ஐஜ-8௰.0) என நிறுவுக. 


£, ஒ, 8 எனனும்‌ மூன்று ஒரு தளமல்லாக்‌ காலிகள்‌ தரப்பட்டால்‌, % என்னும்‌ ஜா 
எதேச்சையான காலியை 


%-(%,2)22400,0) 9-௩) ௩ 
எனனும வடிவத்தில்‌ எவ்வாறு லிரிக்கலாம எனபதைக காட்டுக, 
£, 6, நி எனபன அலகுக்‌ காலிகளின ஒரு நிமாகோண மூவடையை ஆககினாறறான 
௪:௯9) ௩-1) என்றும்‌ 
உ: 9-9, 8-%: எனறுங்‌ காட்டுக 
[ஷேஸ்‌, 18, 1, 1960] 


86. ப, ஜே டே எனபன மூன்று காலிகள்‌ காவிகள்‌ ற, %,, ற, என்பன பின்வருமாறு 
வரையறுககப்படும்‌ : 


டை ப ர ச. ட க0(& 
போகித்‌ 4 நத பக க்‌ 
நிகாடுபுர்சகு ர க ஆயும்‌ 6 ற்‌, அறல்‌ உற, ஆரும்‌ இருந்தால்‌, 


ந.ம அடஸ் மாலி, 
எனக்‌ காட்டுக, 


காவிகளின்‌ பெருக்கங்கள்‌ 57 


உ, 8. 86. என்பன ஒனறோடொன்று 60 ஆன கோணஙகளை ஆக்‌? நிற்கும்‌ அலகுக்‌ 
காவிகளெனின, 7), * 7௦ மட 22. ட, என்பன பற்றி ந, % என்பனவற்றிற்கடையிலுள்ள 
சோணத்தைக்‌ காண்க. 


[ஸோஸ்‌, 37. 8. 7, 1955] 

90. மூன்று காலிகள்‌ 8), 8) 8 என்பன தரபபட்டூள்ளன ; .4 யானது ௨, %, ஆ 
என்பனவற்றின மும்மைப்‌ பெருக்கத்தைக்‌ குறிககுமிடத்து, 

ந 4-3 இ) 13 412.) ந 41382. 
ந, 2, 5 எனபனவற்றின்‌ மும்மைப்‌ பெருக்கம்‌ 7 யானது .4-1 என தநிறுவுக. அனறியும, 
ஷேந3ந)13, ஐ 10367, ஹ௮-1ந1)13 எனறும்‌ ஐ..₹--62்‌ என்றும்‌ நிறுவுக, 

1, ர என்பன எவையேனும்‌ இரண்டு காவிகளாயிருச்க, கூட்டல்‌ $-], 8, 83 என்னும 
பெறுமானஙகளைத்‌ தழுவுமிடதது, 

12 -- இவற்‌ ஏ 292 - இர்‌ 
எனின்‌, ம. இய்டி எனறும 
ஙு -.4 (மீ - மீது) ந . ,. என்றுங்‌ காட்டுக. 
[ஜே 7, 3. 5. 1969) 
[$-- ஆகும்போது $27-- 1 ; மறறுமடடி பூச்சியம] 

27. ட 8 ஜே&ட எனபன நானகு காவிகள ; 9, ஆனது 93% 3-/89% 8௨63 
என்னுங்‌ காவி ; ந, ந, 6), என்பன 1, 9, 9, & என்னு £€ழ்க குறிகளின்‌ ஒரு சக்கர வரிசை 
மாற்றத்தினால்‌ |, இலிருந்து பெறப்படும்‌. 

ந்‌, றந ற 
(30 - (62-10 (819 - (629 
எனனுங்‌ காலிகள்‌ ஒவ்வொன்றும்‌ மறையுமென்பதை வாய்ப்புப்‌ பார்க்க. 
[ஷேஸ்‌, நர. 1, 17 1951] 
29. பின்வரும்‌ கோவைகளை விரிக்க : 


ம 0௯.௫, மு 06௯0%). 
பினனர்‌, ஒர்‌ ஒழுங்கான நானமூடயின்‌ இரு முகங்களுக்கடையிலான கோணம்‌ கோசை-1 $ 
என நிறுவுக, 
திறுவுக 3 
84% 8௩ “0 ளே - 9 087 
இதிலிருந்து அல்லது பிறவகையில்‌, .&% (8%0) என்பதற்கு ஒரு விரிவு பெறுக. 

[8 என்பது, $, 9, % என்பவற்றுள இரண்டு அலலது யாவும்‌ தரே பெறுமதிமின 
எனின்‌ பூசசியமாகும்‌ ; $, 9, $ என்பன ], 5, 8 இன்‌ சக்கர வரிசைமாற்றமாமின்‌ -4- 1 
“ஆரும்‌ ; வேறு விதமாய்‌ இருப்பின்‌ -] அகும்‌.] 

[ஹேந்‌, ஐ, 3, 8. 1948] 

29. (இயூக்கிளிடிய முப்பரிமாண வெளியிலுள்ள) எத்தளத்தினதும சமன்பாட்டை 

ச, ற 
எனனும்‌ வடிவத்தில்‌ இடலாம்‌ என நிறுவுக. இங்கு % என்பது அலகுக்‌ காலி, ற எனபது 
மறை அல்லாத ஒரு மெய்‌ எண்‌. 
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மேற்படி நியம வடிவிலான 7.1, -ற;, £,%, ற, என்னும்‌ சமனபாடு-ளை நமூறையே உடைய 
இரு சமாந்தரமலலாத தளங்களில்‌ 8), 7), என்பவற்றில்‌ மையங்களை உடைய அலகு வட்டங்கள 
வரையப்படுன்றன. 


(1 -12).யே%%2)-0), 
ஆகவும்‌ 
(2-5 - (ஐ - ரட்‌, 
ஆகவும்‌ இருபபின மட்டுமே இவ்விரு வட்டங்களினூடாகவும்‌ செல்கின்ற கோளம்‌ தன்று 
உண்டென நிறுவுக, ள்‌ 
[ஷேஹ்‌. சர], 1063) 
30. (0) (க%ற),(6%0)-(8.0)ம்‌.0) -(6.0)ம்‌.6), 
(6) (626%).6%4)-[2, 9, ய/%-ற்‌,௦, 0)௨, 


எனறு காடடுக, 


அதிகாரம்‌ 3 
காவி நுண்கணிதம்‌ 
3.1. ஓர்‌ எண்ணியின்‌ காவிச்சார்பு 

ஒர்‌ எண்ணி மாறி 4 இன்‌ ஒவ்வொரு பெறுமானத்திற்கும்‌ வெளியில 
ஒரு காலி 6 நியமிக்கப்படன்றசென நினைகக. எனின்‌, 9 வானது 
மாறி * இன்‌ ஒரு காலிச்‌ சார்பாகத தரப்படன்றதெனக்‌ கூறப்படும்‌. 
4 அனது மாற 9 வானது பொதுவாகப்‌ பருமன்‌ திசை என்னும்‌ 
இரண்டிலும்‌ மாறும்‌. 6 வை நாம்‌ 6) என எழுதலாம்‌. 

உதாரணமாக, * ஆனது நேரம்‌ ர இல்‌ தர்‌ அசையுந்‌ துணிக்கையின்‌ 
நிலைக்‌ காலியெனின்‌, £ ஆனது 4 இன்‌ ஒரு காலிச்‌ சார்பாகும்‌. 

9 வானது நிலையான மாட்டேற்றசசுக்களின வழியே தீன்‌ கூறுகள 
பற்றி 

00-0,00-0,(01-- 0,00% 0 
என்னும்‌ வடிவத்தில்‌ உணர்த்தப்படின்‌, 9,, ப. செ எனனுக கூறுகள்‌ 
ர இன்‌ எண்ணிச்‌ சார்புகளாகும்‌. இங்கு ந, ந; % என்பன அம்றூன்று 
அச்சுக்களின்‌ நீளத்திற்குமுள்ள அலகுக்‌ காலிகள்‌. 
உதாரணமாக, 
9131 சைன 8] -- (1-1)% (௮) 

என்பது எண்ணி மாறி / இன்‌ ஒரு காவிச்‌ சாபு. 

மாறி ர ஆனது 6 ஐ. அணுக ஒரு காவிச சாரபின்‌ எலலை பறறிய 
கொள்‌ கருத்தும்‌ $4 ஆனது 0 இற்குச்‌ சமனாகுமிடத்து அச்சார்பின்‌ 
தொடர்ச்சி பற்றிய கொள்‌ கருத்தும்‌ எண சார்புகளுக்குப்‌ போல்‌ ஆராய்ந்‌ 
தீறியப்படலாம்‌. 


எண்ணி மாறி $ பற்றி ஒரு காலிச்‌ சார்பு 9 வின்‌ வகையீட்டுக 
குணகம்‌ அல்லது பெறுதி பின்வரும்‌ எல்லையாக வரையறுக்கப்படும்‌. 


89 எல்க்‌, 
ர  கயரத்த்‌ ப்‌ (௫) 
இங்கு, &- 06-40) - 60) (4) 


எல்லையுறும்‌ முறைமைக்கு ஒரு கேத்திரகணிதப்‌ படம்‌ வரைதல்‌ பயன்‌ 
படம்‌. 0 என்பது ஒரு தக்க உறபத்தியாகுக ; காவி 9 வானது கோட்டுத்‌ 
துண்ட 02 யாற்‌ குறிக்கப்படுக. 4 ஆனது மாற, துண்டு ௦ யின்‌ முனை 
4 யானது ஒரு வளையியை வரையும்‌ (படம 1). 

39 
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நேரம்‌ 44-கர்‌ இல, அம்முனை 2” இல்‌ இருக்கின்றதெனக்‌ கொள்க, 
காலி &9--0(- &4) -0(6) ஆனது கோட்டுத்‌ துண்டு 72” ஆற்‌ குறிக்கப்படும்‌. 
&0/&ர்‌ ஆனது காலி &6, எண்‌ 1/4 என்பனவற்றின்‌ பெருக்கமாதலால்‌ 
ஒரு காவியாகும்‌. ஆகவே, க&4-50 ஆக அதன்‌ எல்லை, அதாவது 11021 
என்பதும்‌ ஒரு காலியாகும்‌. இக்‌ காலிமின்‌ இசை 1” என்பது 2 யை 
அணுக நாண்‌ 27” இன்‌ எல்லையுறும்‌ நிலைமின்‌ நீளத்திற்கு, அதாவது 
ச யில்‌ அவ்வளையியினது தொடலி வழியே இருக்கும்‌. 


40/4 





படம்‌ 1 


0 வானது சமன்பாடு (1) இற்‌ போலத்‌ தன்‌ கூறுகள்‌ பற்றி உணர்த்தப 
படின்‌, 
9--00--40) - 00) 
- நே &2)1-1- 6-1 &0/-6,0-1 44% 
- நே6[- 90)1- 69, 
-க0ி௮ 40-௧0 
எனின்‌, எல்லைக்குச்‌ செல்ல நாம்‌ பெறுவது 
ட ணிரஃல (5) 
இச்சமன்பாட்டை நாம்‌ பின்வருமாறு எழுதலாம்‌ 
ட 09, 60, 60 
0-2 5 ௮) () 
யாதும்‌ ஒர்‌ அச்சின்‌ வழியே பெறுஇக்‌ காலி 69/34 இன்‌ கூறு அவ்வச்சின்‌ 
நீளத்திற்கு 6 வின்‌ கூற்றின்‌ பெறுஇக்குச்‌ சமன்‌, 


இரண்டாம்‌ பெறுதியும்‌ அதனிலும்‌ உயர்ந்த பெறுஇிகளும்‌ எண்ணிச்‌ 
சார்புகளைப்‌ போல வரையறுக்கப்படலாம்‌. இவ்வாறு 


80) 660 
ஞீ 52) (0) 
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£ என்பது நேரம்‌ ர இல்‌ ஒரு துணிக்கையின்‌ நிலைக்‌ காவலியெனின்‌, 
பெறுதிக்‌ காவி 07/ம ஆனது வேகக்‌ காலியாகும்‌ ; .அது 4 என்னும்‌ 
கணத்திற்கு உரிய புள்ளியில்‌ அத்துணிக்கைமின்‌ வழியினது தொடலி 
வழியே இருக்கும்‌. இரண்டாம்‌ பெறுதி 64/04 ஆனது கணம்‌ 4 இல்‌ 
ஆர்முடுகற்‌ காலியாகும்‌. 

0, 8. என்பன ர்‌ இன்‌ காலிச்‌ சார்புகளாயும்‌ 7,” என்பது ர இன்‌ 
ஒரெண்‌ சார்பாயும்‌ இருக்குமிடத்து, காலிச்‌ சார்புகளை வகையிடுதற்குரிய 
பின்வரும்‌ விதிகளை எளிதில்‌ வாய்ப்புப்‌ பார்க்கலாம்‌ : 


ந ட்டடு 
209 -)02456 (9) 
00-௦3 7௩ (10) 
ட்‌ கட 
504௯-3 ஆக (1) 


உதாரணமாக, தொடர்பு (10) ஐ நிறுவுதற்கு, 6-0) ௩-௩ 
என்பன நேரம்‌ 8-7 இல்‌ 6, % என்பனவற்றின்‌ பெறுமானங்க 
ளெனக்‌ கொள்க. 


எனின்‌, 
(9-9). ட்‌ 8-6. (2) 
2 ந நக. 
எச்‌ த நி க. (19) 
ம்‌ ஆனது பூச்சியத்தை சட ன எல்லையுறும்போது 
9.4௮ (14) 


என்பதை அணுகும்‌ ; (18) ன்‌ ஈற்றுறுப்பு எல்லையுறுதற்கண்‌ மறை 
யும்‌, 

காலிப்‌ பெருக்கத்திற்‌ காரணிகளின்‌ ஒழுஙகு அவதானத்தோடு காக்கப்‌ 
படல்‌ வேண்டும்‌ என்பதைத்‌ தவிர, பொதுவாக, காலிகளை வகையிடல்‌ 
சமன்பாடு (9) இற்போல, பொது வகைமீட்டு நுண்கணிதத்திலுள்ள 
அவ்விதிகளையே பின்பற்றும்‌. சமன்பாடு (11) இல்‌ ஒவ்வோர்‌ உறுப்பிலும்‌ 
0 வானது % இன்‌ இடப்பக்கத்தில்‌ வைக்கப்பட்டிருத்தல்‌ காணலாம்‌, 
பொதுவாக, 


ர்வு] (0 
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என அவதானிப்போம்‌ ; அதாவது, அக்‌ காலியின்‌ பெறுதியின்‌ பருமன்‌ 

பொதுவாக அக்காவியின்‌ பருமனின்‌ பெறுதிக்குச சமனன்று, 
9.0--0:₹-]9/5 (16) 

என்னுந்‌ தொடர்பிலிருந்து வகையிடுதலால்‌ நாம்‌ பெறுவது 


0 8 
99. ஆ -அ9] 19, 


அதாவது, 
வ்டட 69 69 
மி”: 
9/6] என்பது 9 இன்‌ இசையில்‌ ஒர்‌ அலகுக்‌ காவி ; (0/04)19] ஆனது 
09 இன்‌ இசையில்‌ 09/07 இன்‌ கூற்றுககுச்‌ சமனெனச்‌ சமன்பாடு (17) 
இற்கு விளக்கம்‌ கூறலாம்‌, 


(14) 


3.2. அலகுத்‌ தொடலிக்‌ காவி 7 


ஓா எண்ணி மாறி பறறி ஒரு காவிச்‌ சார்பின்‌ பெறுதிக்கு, முப்பரிமாண 
வெளியில்‌ ஒரு வளையிக்கான அலகுத்‌ தொடலிக்‌ காலி உதாரணமாகும்‌. 

2. ஆனது. ஒரு வளையிமின்மீது ஒரு நிலையான புள்ளியென்றும்‌ 
2 யானது அவவளையியின்மீது நிலைக்காலி £ ஓடு கூடிய ஒரு மாறும்‌ 
புள்ளியென்றும்‌ நினைக்க (படம்‌ 9). 





படம்‌ 2 


வில்‌ நீளம்‌ 22? யானது ச இனாற்‌ குறிக்கபபடக, 2 ஆனது அவ்வளையி 
மீது 7 யிற்கு ஓர்‌ அயற்புள்ளியாகுக ; அதன்‌ நிலைக்காலி 2-7 ஆகுக, 
&௪ என்பது விற்நூரம்‌ 22 ஆகுக; &௦ என்பது நாண்‌ 24 இன்‌ 


நீளமாகுக. துண்டு 22 ஆனது தன்‌ நீளம்‌ &ஈ ஆயுள்ள காலி ௩ ஜக்‌ 
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குறிக்கும்‌; ஆகவே, (&௦)3-(க£)5. கா ஆனது 734 வழியே ஒரு 
காவியாயும்‌ 1/%௪ ஆனது ஓர்‌ எண்ணிக்‌ கணியமாயும்‌ இருத்தலால்‌, 
ம்ர/க்௪ ஆனது 22 இன்‌ இசையில்‌ ஒரு காலியாகும்‌. க௪0 ஆக, 2” 
என்னும்‌ புள்ளி 2 என்னும்‌ புள்ளியை அணுகும்‌ ; 22” என்னும்‌ நாண்‌ - 
2 யில்‌ அவ்வளையியின்‌ தொடலியை அணுகும்‌ ; அன்றியும்‌, ௧௪௨0 ஆக, 
கர/க௪ ஆனது எல்லை 1 ஐ அணுகும்‌. எனின்‌, 

க்‌ ரக்‌? 

வு 

ஆகவே, காவி ்‌ 


என்பதற்கு அலகுப்‌ பருமன்‌ உண்டு ; அது 27 யில்‌ அவ்வளையிக்கு “ வரை. 
யப்படுந்‌ தொடலியின்‌ வழியே இருக்கும. 


எனின்‌, 
டம்‌ (மே பூ 02 
ண்ட்‌ 3 ] (15) 


என்பது 2 யில்‌ அவ்வளையிக்கு வரையப்படுந்‌ தொடலி வழியே உள்ள 
அலகுக்‌ காவியாகும்‌. 

எடுத்துக்காட்டு : முப்பரிமாண வெளியில்‌ ஒரு வளையியின்‌ சமன்பாடுகள 

உ கோசை 9, 9--௨ சைன்‌ 09, 2-0 

என்பனவற்றால்‌ 9 எனனும்‌ ஒரு பரமானம்‌ பற்றித்‌ தரப்பட்டுள்ளன ; 
இங்கு, (ஐ, 9, 5) எனபன செஙகோணவாள்கூறுகள ?: ௨, 6 என்பன 
மாறிலிகள்‌. பரமானம்‌ 0 இற்கு உரிய புள்ளிமில்‌ அலகுத்‌ தொடலிக்‌ 
காலியைக்‌ காண்க. 

8 ஆனது அவ்வளையியின்‌ மீது ஒரு நிலையான புள்ளியிலிருந்து உள்ள 
விற்நூரத்தைக குறித்தால, சமனபாடு 
ளா 


05 

மடை க்கட நப. 02 (19) 
83 சைன்‌? 9(09)3-)- 8 கோசை” 0(88)2-1. (40) 
(2-8 (09%. 





௬1 தருவது 





- எனின்‌, 
பபப க ட வனை 20 
ம ஏலி? 


கக்‌ காவிப்‌ பகுப்புச்‌ சுருக்கம்‌ 


9 ஆனது கூடுதலுறும்‌ போக்கல்‌ 8 ஐ அளத்தலால்‌, மூலத்தின்‌ 
நேர்ப்‌ பெறுமானத்தை எருக்குமிடத்து. 


தன்‌ பரமானம்‌ 9 ஆயுள்ள புள்ளியில்‌ அலகுத்‌ தொடலிக்‌ காலி 


0 நே 02) _ டர0ி 80 00 
லந, 3) க) -(-ச ணன்‌ 9-2 5 கோசை 9: 


க 


ர த 6 
-[-அன்டஜ சன்‌ 9, ஏனடினு கோச ஷு 60 
3.3. காவிச்‌ சார்புகள்‌ 


ஒரு காலி மாறி தரப்படும்‌ போதெல்லாம்‌ ஜ்‌ ஆனது அறியப்பட்ட ஓர்‌ 
எண்ணிக்கணியமென நினைக்க. அக்காவி மாறியை ஈ ஆற்‌ குறித்தால்‌, 
சார்பு ழ்‌ ஆனது காலி ர இன்‌ ஓர்‌ எண்ணிச்‌ சார்பெனப்படும்‌ $; அது 


ஜட) (22) 


என எழுதப்படலாம்‌. 071 ஆகுமாறு முபபரிமாண வெளியொன்றில்‌ 
ஒரு நிலையான உற்பத்தி 0 பற்றி ஒரு மாறும்‌ புள்ளி 2” யின்‌ நிலைக்காவி 
யாக ர ஐ நாம்‌ எண்ணலாம்‌. எனின்‌, ர்‌ ஆனது மாறும்‌ புள்ளி 2 யின்‌ 
சார்பாக்க குறிக்கப்படும்‌ ; அது ஜு(2) என்னுங்‌ குறியீட்டினாலாதல்‌ 
4(௫, 9, 2) என்னுங்‌ குறியீட்டினாலாதல்‌ குறிக்கப்படும்‌ ந இங்கு, ஐ, 9, & 
என்பன ஒரு செங்கோணவான்‌ கூற்றுத்‌ தொகுதியில்‌ £ இன்‌ கூறு 
களாகும்‌. 

புள்ளி 7” மாறத்‌ தானும்‌ மாறும்‌ சாபு ஜ்‌(£) ஆனது ஒரு புலத்தை 
வரையறுக்குமெனப்படும்‌ ; இவ்வகையில்‌, சார்பு ஜீ ஆனது ஓர்‌ எண்ணியா 
மிருத்தலால்‌, இப்புலம்‌ ஒர்‌ எண்ணிப்‌ புலம்‌ எனப்படும்‌. உதாரணமாக, 
ம்‌(2) என்பது ஒரு வாயுவின்‌ வேறு வேறு புள்ளிகள்‌ 2 மிலுள்ள 
வெப்பநிலையாதல்‌ கூடும்‌. வெப்பநிலையானது ஒர்‌ எண்ணிக்‌ கணியம்‌ ; 
வெப்பநிலைப்‌ புலம்‌ ஒர்‌ எண்ணிப்‌ புலத்தின்‌ உதாரணமாகும்‌, 

அதுபோல, காவி நிலைச்‌ சார்புகளை 

92) அல்லது ரொ) (29) 

என நாம வரையறுக்கலாம்‌. அத்தகைச்‌ சார்பு வரையறுக்கும்‌ புலம்‌ 
காவிப்புலமாகும்‌. அத்தகைப்புலம்‌ வெளியின்‌ ஒவ்வொரு புள்ளியோடும்‌ 
பருமனும்‌ திசையும்‌ ஒருங்குள்ள ஒரு காலிக்‌ கணியத்தைத்‌ தொடர்பு 


படுத்தும்‌. அத்தகைய காலி புள்ளி 2 யின்‌ ஒரு சார்பாகையால்‌, புள்ளிக்‌ 
காலி எனவும்‌ படும்‌, 


இரு காவிப்‌ புலத்துக்குத்‌ ஒரு காந்தப்‌ புலம்‌ இருட்டாந்தமாகும்‌ காந்தச்‌ 
சட்டமும்‌ இரும்புத்‌ தூஞம்‌ கொண்ட ஒரு பரிசோதனை ஒவ்வொரு புள்ளி 
யோடுந்‌ இசையும்‌ பருமனும்‌ ஒருங்கு கொண்ட ஒரு காந்தப்புலம்‌ 6 வின்‌ 
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தொடர்பைக்‌ காட்டும்‌. வெளியில்‌ வெவ்வேறு புளளிகளில்‌ அக்காந்தப்‌ 
புலத்திற்கு வெவ்வேறு பருமன்களுந்‌ திசைகளும்‌ உண்டு (படம்‌ 9), 


னு ழக கவ்‌ உ. 
ல 


ட ட்த அ. ஒம்‌ 
௮ 


படம்‌ 3 


காலிப்புலத்தின்‌ உதாரணங்களுள்‌ நமக்குப்‌ பழக்கமானவை நிலை மின்‌ 
விசைப்புலம்‌, ஈர்ப்பு விசைப்புலம்‌, அசையும்‌ பாயிமின்‌ வேகப்புலம்‌ என்‌ 
பவை. 


3.4. புலப்படம்‌ 


ம்‌) - மாறிலி (24) 
என்னும்‌ பரப்பினத்தை மாறிலியின்‌ வெவ்வேறு பெறுமானங்களுக்கு 
மப்பரிமாண வெளியில்‌ வரைதலால்‌, ஜீ) என்னும்‌ ஒர்‌ எண்ணிப்‌ 
புலத்தைப்‌ படமாக வரையலாம்‌. 
அத்தகைய பரப்புக்கள்‌ இரண்டு பொதுவாக ஒன்றையொன்று வெட்டா. 
இவ்வுடைமை உண்மையன்றென்றும்‌, 0), ே என்பன மாறிலிகளாயும்‌ 
2 யானது ஒரு வெட்டுப்‌ புள்ளியாயும்‌ இருக்குமிடத்து ஜீ -0), ஜ்‌ 
என்னும்‌ இரு பரப்புக்கள்‌ ஒன்றையொன்று வெட்டூமென்றும்‌ நினைக்க, 
2 யானது ம(2)-0, என்னும்‌ முதற்‌ பரப்பின்‌ மீது உடத்தலாலும்‌, 
2 யானது ஜ்‌(2) -0, என்னும்‌ இரண்டாம்‌ பரப்பின்‌ மீது இடத்தலாலும்‌, 
ம்‌ ஆனது ஒர்‌ ஒற்றைப்‌ பெறுமானச்‌ சார்பெனின்‌ 0-0) ஆயினாலன்றி, 
இந்நிபந்தனைகள்‌ இரண்டும்‌ யாதுமொரு புள்ளி 2 யால்‌ ஒருங்கு இருப்தப்‌ 
படல்‌ முடியாது. 


படம்‌ 4 


40 காலிப்‌ பகுப்புச்‌ சுருக்கம்‌ 
இப்பரப்புக்கள்‌ மட்டப்‌ பரப்புக்கள்‌ எனறறியப்படும்‌. நாம்‌ எடுத்துச்‌ 
சிந்இக்கும்‌ வெளிப்‌ பிரதேசத்தை, ஒன்றையொன்று வெட்டாத மட்டப்‌ 
பரப்புக்களின்‌ ஒரு தொகுதியால்‌ நாம்‌ பிரிக்கலாம்‌, 
காட்டூ 1. புவிப்பரப்பின்‌ அண்மையில்‌, புலியீர்ப்புப்‌ புலத்தில்‌ ஒரு 
இணிவுத்‌ துணிக்கை % இன்‌ அழுத்தச்‌ சக்தி 
ழ்‌-ச(2- 20) (2) 
என்னும்‌ வடிவத்தில்‌ இருக்கும்‌, இஙகு, 5- அச்சு மேன்முகமாக நிலைக்‌ 
குத்தாயிருக்கும்‌ ;) ர ஆனது புவிமீர்ப்புக்‌ காரணமாயுள்ள ஆர்முடூகல்‌ ; 
3 ஆனது ஒரு மாறிலி ; மட்டப பரப்புக்கள்‌ 
99(2- 3) -- மாறிலி 
அதாவது, 2 மாறிலி (26) 
என்பதாலே தரப்படும்‌, 
இங்கு, &டூ, &% என்பன நேர்‌ மாறிலிகளாயிருக்குமிடத்து மட்டப்‌ பரப்‌ 
புக்கள்‌ ஒரு கடைத்தளத்‌ தொகுதியாகும்‌ (படம்‌) 6). 


படம்‌ 5 


காட்டு 2. 4. யில்‌ மின்னேற்றம 6 காரணமாகவும்‌ 8 மில்‌ மின்னேற்‌ 
றம்‌ 6 காரணமாகவும்‌ ஒரு புளளி 7 மில்‌ உளள நிலைமின்னழுத்தம்‌ 


த்ர) (8) 


இங்கு, ஈ-கி2) மி, இங்கு மட்டப்‌ பரபபுக்களானவை 
சமவழுத்தப்‌ பரப்புக்கள்‌ என்று கூறப்படும ; அவை 


ட்டம்‌ 5 - மாறிலி (28) 


என்பதாலே தரப்படும. 


காவி நுண்கணிதம்‌ 47 


48 மிற்கூடாகச்‌ செல்லும்‌ ஒரு தளத்தால்‌ ஆகும்‌ இப்‌ பரப்புக்களின்‌ 
பிரிவு ஒன்றை எடுத்துச்‌ சந்திப்போம்‌. ஆறாம்‌ படியுள்ள வளையித்‌ தொகுதி 
ஒன்றைப்‌ பெறுவோம்‌. இவ்வளையிகளின்‌ பரும்படியான ஒரு வரைவு 
படம்‌ 6 இல்‌ தரப்பட்டுள்ளது. 





படம்‌ 6 


42 யின்‌ நடுப்புள்ளி 0 விற்கூடாகச்‌ செலலுஞ்‌ சமவழுத்தப்‌ பரப்பிறகுச்‌ 
சில இறப்புத்‌ தன்மைகள்‌ உண்டு. 0 வானது ஒர்‌ அசாதாரணமான 
புள்ளி ; அதற்குக்‌ காரணம்‌ அதற்கூடாகச்‌ செல்லுஞ்‌ சமவமுத்தப்‌ பரப்பு 
0 வில்‌ தன்னைத்தானே வெட்டூம்‌ என்பதே. 0 வில்‌ 


அது ஒரு சமநிலைப்புள்ளி, 0 விற்கு அண்மையில்‌, சமவழுத்தப்‌ பரப்பு 
ஓர்‌ இரட்டைத்‌ தொடலிக்கூம்பாகும்‌. மாறி ஜீ இன்‌ பெரிய நேர்ப்‌ பெறு 
மானங்களுக்குச்‌ சமவமுத்த வளையிகள்‌ க யையாதல்‌ £ யையாதல்‌ சுற்றிச்‌ 
செல்லும்‌ மூடிய சிறு வளையிகவாகும்‌. ஜ்‌ 26/8 ஆகுமிடதது, 0 விற்கூடாகச்‌ 
செல்லுஞ்‌ சிறப்பு வளையியைப்‌ பெறுவோம்‌. ம்‌ ஆனது 28/8 இலுஞ்‌ 
சிறிதாகுமிடத்து, சமவழுத்த வளையியானது 4, 2, 0 என்பனவறறைச்‌ 
சுற்றிச்‌ செல்லும்‌ ஒரு மூடிய பெரும்‌ வளையியாகும்‌ ; ந்‌ ஆனது இறிது 
சிறிதாக, உரிய வளையி பெரிது பெரிதாகும்‌. 

காவிப்‌ புலங்களைப்‌ படமாக்கலும்‌ பயனுடைத்து. ஒரு காவிப்புலம்‌ & 
தீரப்பட்டிருப்பின்‌ ஓர்‌ &- கோடு எனபது, தன்மீதுளள எப்புள்ளியிலேனும்‌ 
உள்ள தொடலி அப்புள்ளியிலான காலி & யின்‌ திசை ஆரகுமாறுள்ள 
வளையி என்று வரையறுக்கப்படும்‌. ஒர்‌ &- கோடு பின்வரும்‌ வகையீட்டுச்‌ 
சமன்பாடுகளை நிறைவுறுத்தும்‌. 


48 காவிப்‌ பகுப்புச்‌ சுருக்கம்‌ 


ஏதும்‌ ஒரு மூடிய வளைமி 0 மின்‌ புள்ளிகளூடாக வரைந்த &- கோடு, 
&- குழாய்‌ எனப்படும்‌ குழாய்வடிவான ஒரு பரப்பை ஆக்கும்‌. 

காலி & ஆக நிலைச்காந்தப்‌ புலசக்காலி 3 ஐ எடுப்போமாயின்‌, &- 
கோடுகளுக்கும்‌, &- குமாய்களுக்கும்‌ ஒரு பழக்கப்பட்ட உதாரணம்‌ இடைக்‌ 
கும்‌. 3- கோடுகளை விசைக்கோடூகள்‌ என்றும்‌, நி குழாய்களை விசைக்‌ 
குழாய்கள்‌ என்றும்‌ கூறுவது வழக்கம்‌, ஒரு காந்தச்‌ சட்டத்தை எடுத்து, 
அதன்‌ அண்மையில்‌ இரும்புத்‌ தூளைத்‌ தூவுவோமாயின்‌, காந்தத்தின்‌ 
ஒரு மூனைவிலே தொடங்க மறுமுனைவிலே சென்று முடிவனவான 
விசைக்கோடுகளைக்‌ தெளிவாகக்‌ காணலாம்‌. (படம்‌ 8) 


35. இசைப்‌ பெறுதி 
ஒரு சார்பு 
ம்‌) (0-ம்‌ (63,2) 
ப்பர்‌ ழ்‌ 96 96 
தீரப்பட்டவிடத்து 3 ர்‌ 02 
எனனும்‌ பகுஇப்‌ பெறுதிகளை நாம்‌ வரையறுக்கலாம்‌. 
இக்கு; 9்‌_ எல்‌ ஜ்‌ (2-டக௨,$,2) ஜ்‌ (2, 9, 9) 


திம்‌ டர ர அதத்‌ டர அமி (29) 

இது 3, ௨ என்பன மாறாஇிருக்க ௨ பற்றி எடுக்கப்படம்‌ பெறுதி ; 
9 

அதாவது 5. என்பது ௭-அச்சுக்குச்‌ சமாந்தரமான ஒரு கோட்டின்‌ 


்‌ ்‌ 9606. 
வழியேயான மாற்ற லீதமாகும்‌. அதுபோல, ஆ 92 என்பன , முறையே 


9 அச்சுககும்‌ 2 அச்சுக்குஞ்‌ சமாந்தரமான கோடுகளின்‌ வழியே உள்ள 
மாற்ற லீதங்களாகும்‌. 
திசைப்‌ பெறுதியை ஓர்‌ எதேச்சையான திசையின்‌ நீளத்திற்கு 
எல்‌ நற்‌ 
க்க0 நட (80) 


என நாம்‌ வரையறுக்கலாம்‌ ; இங்கு, &ற்‌ ஆனது குறிக்கப்பட்ட திசையில்‌ 
ஒர தூரம்‌ &௪ இறகு 22 எனனும்‌ புள்ளி இயக்கப்பட்ட றீ இல்‌ ஆகும்‌ 
மாற்றம்‌, 

திசைக கோசைனகள்‌ கோசை 8, கோசை 8, கோசைஉ ஆயுள்ள கோடு 
ட்‌ வ்‌ ற நிளத்திறகு 7% (௫.9, 8) என்னும்‌ புள்ளியில்‌ ந இன்‌ இசைப்‌ 


9 


0 9 
(௫, கோசை ௩.1 (2, கோசை 8-0), கோசை* (31) 


“ஆகும்‌ என்னும்‌ முடிபை நாம்‌ தாபிப்போம்‌. 


காவி நுண்கணிதம்‌ த 


கோடு 1 இல்‌ 72%: இவிருந்து தூரம்‌ ச இலுள்ள ஒரு புள்ளியின்‌ ஆள்‌ : 
கூறுகள்‌ ர ஆணிப்ப 

உற) சகோசை ௨, “9-௪ கோசை8, 2-9 கோசை$ (92) 

கோடு 1 இல்‌ உள்ள புள்ளிகளில்‌, ம்‌ ஆனது 8 இன்‌ ஒரு சார்பு 

. எல்க்‌ ்‌ ்‌ த்திய ள்‌ 

எனின்‌, நடன ர என்பது 8 பற்றி எடுக்கப்படும்‌ ழ்‌ இன்‌ வழக்கமான 
வகைமீட்டுக்‌ குணகம்‌, அதாவது (0/0). 

இவ்வாறு, 1 இன்‌ நீளத்திற்கு 7) இல்‌ ஜ்‌ இன்‌ திசைப்‌ பெறுதி 
(8]/82). பகுதிமுறை வகைமீட்டின்‌ நியம விதியால்‌, 


2 9ம்‌ 05 
பநேழ்‌_9ிற்மே இற்ற 9 0 (38) 
02 009 00 0808 
(92) இலிருந்து, 
மெ 04 ட்‌ 02 
வடட கொரு பட 4 வெவ்ஷ கோலா 14] 
ன்‌ கோசை 6, 3 கோசை 9, 3 காசை% (94) 


எனின்‌ திசைப்‌ பெறுதி 

யற்‌ 0ம்‌ 0ம்‌ ழ்‌ 

4] ஊஊ ௩) ௦ ட 
(2, (2, கோசை (3), காசை 8-- ர கோசை 3 (85) 
* ஒருவளையி வழியே உள்ள திசைப்‌ பெறுதியும்‌ ”* வரையறுக்கப்படலாம்‌. 
இது தந்த ஒரு வளையி மீது ஒரு புள்ளியில்‌ அவ்வளையிக்கு வரையப்படுந்‌ 
தொடலியின்‌ வழியே அப்புள்ளிமிலுள்ள பெறுதியாகும்‌. 8 ஆனது 
அவ்வளையி மீதுள்ள ஒரு நிலையான புள்ளியிலிருந்து அவ்வளையி மீதுள்ள 
ஒரு புள்ளி 7 யின்‌ விற்நூரமாமின்‌, அத்தொடலி வழியே அலகுக்காலி 
(௫ த, 15 
88 08 06 (47 

சி.யின்‌ ஆள்கூறுகள்‌ 8' இன்‌ சார்புகளாதலால்‌, அவ்வளைமி மீதுள்ள 
புள்ளிகளுக்கு ஜ்‌(22) ஆனது 8 இன்‌ ஒரு சார்பு. முூனனர்‌ எடுத்துச்‌ 
இந்இக்கப்பட்ட நேர்கோடு 1 இற்குப்போல, அவ்வளைமி வழியே 2” மில்‌ 
ய்‌ 

ம்‌ இன்‌ இசைப பெறுதி ச்‌ இது பகுதிமுறை வகைமீட்டு விதிகளால்‌ 


9ற்ே சித்ர 06% 66. 9ம்‌ 9] 
சேய ஜே 02 96 7 ஜு ரத எ. 00: 


3.6. படித்திறன்‌ காவி 


ஒர்‌ எண்ணிச்‌ சார்பு ஜ்‌ இன்‌ 9ஜ்‌/9, 94/99, 0192 என்னும்‌ பகுஇப்‌ 
பெறுதிகளின்‌ ஒரு பிரதான உடைமை அவை பல பிரதானமான பயன்களை 


யுடைய ஒரு காவியின்‌ ஆள்கூற்றச்சுக்களின்‌ நீளத்திற்கு எடுக்கப்படும்‌ துணி 
சல்கள்‌ என்பதாம்‌. 


௦0 காவிப்‌ பகுப்புச்‌ சுருக்கம்‌ 


தன்‌ கூறுகள்‌ 9/8, 9ஜ்‌/09, 0ம/% ஆயுள்ள இசைக்கணியம்‌ ஒரு காவிக்‌ 
கணியத்திற்குரிய தீர்மான நியமங்களைத்‌ திருப்தியாக்கும்‌ என்பதை நாம்‌ 
வாய்ப்புப்‌ பார்க்கலாம்‌. பருமனும்‌ திசையுமுடையதாயிருத்தலேயன்றி ௮க்‌ 
கணியங்‌ காலிக்‌ கூட்டல்‌ விதிக்கும்‌ அமையவேண்டும்‌. நீடி ஜி என்பன 
எண்ணிச்‌ சார்புகளெனின்‌ 


9 _ மீட ம. 
ஆர 27 


9, 8. என்பன பற்றியுள்ள பெறுதிகளுக்கு இதனோடு ஒத்த தொடர்புகள்‌ 
உண்டு. இவ்வுடைமையிலிருந்து அத்தகைய கணியஙிகள்‌ காலிக்‌ கூட்டல்‌ 
விதிக்கு அமையுமென நாம்‌ தாபிக்கலாம்‌. 


கூறுகள்‌ 9/9, 9/9, 62/66 ஆயுள்ள காலியை 6 என்பதால்‌ நாம்‌ 
குறித்தால்‌, 
_ 84 2 _ 9ம்‌ 
படட எல்‌... ஒவ (87) 
ஒரு வளையி (அல்லது நேர்‌ கோட்டின) வழியே ஓர்‌ எண்ணிச சார்பு 
ம்‌ இன்‌ இசைப்‌ பெறுதி பினவருமா.று காவி 6 பற்றி உணர்த்தப்படலாம்‌, 
சமன்பாடு (86) இலிருநது, பெறுதி 


4 _ 
ட (38) 


இங்கு, 7 ஆனது எடுத்துச சிநதிக்கபபட்ட புள்ளியில்‌ அவவளையியின்‌ 
தொடலி வழியே உளள அலகுக்‌ காலியாகும்‌. (நேர்‌ கோடாயின்‌, 1 ஆனது . 
அந்நேர்கோட்டின்‌ வழியே உள்ள அலகுக்‌ காவி.) 


இனி, காலி 6 ஐப்‌ பற்றிய ஒரு தேற்றத்தைக்‌ கூறி நிறுவுவோம்‌. 


மாதுமொரு புள்ளியிற்‌ காவி 6 ஆனது அப்புள்ளிக்கூடாகச்‌ செல்லும்‌ ற்‌- மாறிலி என்‌ 
னும்‌ மட்டப்‌ பரப்பிற்குச்‌ செங்குத்து. 

8 ஆனது ம்‌0 எனனுளஞு சமன்பாடூடைய பரப்பாகுக ; அது புள்ளி 
4 மிற கூடாகச செல்ன்றதெனக கொள்க (படம்‌ 7). 


2 யிற கூடாகச்‌ செல்லும ஒரு வளையியை எடுத்துச்‌ சித்திக்க ; அவ்வளை 
யிககு 2 யிலுளள தொடலி, பரப்பு 8 இந்‌ 


கு 2 யில்‌ வரையப்படுந 
தொடலித்‌ ன 


தளத்தின மீது இருக்குமாறு அவ்வளையி உள்ளதெனக்‌ கொள்க. 
அதுதுகை வளையி வழியே ச மில்‌ இசைபபெறுஇ ்‌ ஆகும்‌ ; இது மறை 


யும்‌; வணவ்ன வு அப்பரப்பின சமனபாடு ம்‌ ஆயிரு ததலால்‌. 
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1 ஆனது 2 யில்‌ அவ்வளையியின்‌ தொடலி வழியே அலகுக்‌ கனியைக்‌ 
குறித்தால்‌, சமன்பாடு (88) தருவது 
போ-0. (89) 


ம்‌. 
படம்‌ 7 


எனின்‌, 6 ஆனது 1 இற்குச்‌ செங்குத்து. இவ்வுடைமையானது 2 
பிலுள்ள தொடலி பரப்பு 8 இறகு 2” மில்‌ வரையபபடுந்‌ தொடலித்‌ தளத்‌ 
இன்‌ மீது கடக்கும்‌. ஒவ்வொரு வளையிக்கும உண்மையாகும்‌. 


இக்காலி 6 ஆனது ஜ்‌ இன்‌ படித்‌திறன்‌ எனபபடும்‌ ; இது படி ஜீ என 


எழுதப்படும்‌. 
9ம்‌ 9ம்‌ 9ம்‌ 
0--படி ஜ்‌ (2 ஜ்‌ த] (40) 


(டை 


யாதுமொரு கோடு 4 இன்‌ வழியே ஜ்‌ இன்‌ இசைப்‌ பெறுஇி பின்ராவ 
மாறு படித்திறன்‌ காலிபறறி உணர்ததப்படலாம்‌. (51) இலிருந்து, 
(கோசை ௨, கோசை 8, கோசை 5) எனபன இசைக கோசைன்களாயுள்ள 
கோடு 8 இன வழியே பெறுதி 
24 கோசை ௨-4 டே கோசை 8-1 0, கோசை 3 


கூறு, 0. (42) 
இதிலிருந்து பின்வருந்‌ தேற்றத்தைப பெறுவோம்‌ : 
மாதுமொரு இசையில்‌ படி ம்‌ இன்‌ கூறு அத்‌இனசயில்‌ மீ இன்‌ இசைய பெறுதிக்குச்‌ சமன்‌. 
தொடக்கத்தில்‌, 6 எனபதைக்‌ குறிககப்பட்ட ஆள்கூற்றச்சுத்‌ தொகுதி 
ஒன்று பற்றி வரையறுத்தோமாயினும்‌, அது அச்சுத தேடவைச்‌ சாராத 
க 6996 (69/5) 


அனறியும்‌, 


52 காவிம்‌ பகுப்புச்‌ சுருக்கம்‌ 


ஒரு கணியமெனக்‌ காண்போம்‌. எண்ணிப்‌ புலம்‌ ஜ்‌ தரப்படூமிடத்து, எடுத்‌ 
துச்‌ சிந்இிக்கப்படும்‌ பிரதேசத்தில்‌ ஒவ்வொரு புள்ளியிலும்‌ அறியப்படும்‌ 
ஒரு காவிப்புலம்‌ 6 ஐ நாம்‌ பெறுவோம்‌. 

பின்வரும்‌ விளக்கக்‌ காட்டு சாய்வு விதஇிதக்‌ காலி 6 இன்‌ பிரதான 
மான கேத்திர கணிதவுடைமையைக்‌ காட்டும்‌. ஜ்‌-0, ஜீ-0-80 என்‌ 
னுஞ்‌ சமன்பாடுகளை முறையே உடைய &,8” என்னும்‌ இரண்டு அழற்‌ 
பரப்புக்களை எடுத்துச்‌ சிந்திக்க. பரப்பு $ி இற்கு 2 மில்‌ உள்ள செங்குத்து 
பரப்பு 6 ஐ 6) விற்‌ சநதிக்ன்றதெனக்‌ கொள்க (படம்‌ 8), 2 மிற்‌ 
கூடாகச்‌ செல்வதாகத்‌ தந்த ஒரு வளையிப்‌ பரப்பு 8 ஐ 2” இற சந்திக்க. 
£ யில்‌ அவ்வளையிக்கு வரையப்படும்‌ 1 என்னுந்‌ தொடலி செங்குத்து 
229 வோடு கோணம்‌ 9 வை ஆக்குக. 





20020 ம 
காலி 6 ஆனது 8 இறகு 2 மயிற்‌ செஙகுதது; அதன பருமன்‌ 2 
யிலுள்ள செங்குத்தின்‌ இசையில தூம பற்றி ம்‌ இன மாற்ற லீதமாகும்‌. 
1) ஆனது 7 யில்‌ 8 இறகு வரையப்படூஞ்‌ செங்குததைக்‌ குறிததால்‌, அச்‌ 
செங்குததின்‌ நீளத்திற்குக கணிக்கபபடும்‌ பெ றுதியை க்‌ ஆற்‌ குறித்தல்‌ 
ப! 

வசதியாகும்‌, எனின்‌, நாம்‌ பெறுவது, 
_96 (வடம 
சேல்‌ (8-2. (44) 


வளைமி 427 இன்‌ வழியே திசைப்‌ பெறுதி, 80.0 ஆக, 80/22 
இன்‌ எல்லையாகும்‌. 
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ட 60 60 49 
ஆனால்‌, ஐ நற நர (45) 


எல்லைக்குச்‌ செல்ல, நாம்‌ பெறுவது 
4. 16] கோசை 9; 


அதாவது, 7 இன்‌ வழியே திசைப்‌ பெறுதி கூறு; 6. 
படி.த்திறன்‌ காலியாக படி ஜ்‌ இன்‌ இசை, ஜ்‌ மிக ௮இிகமாக அதிகரிக்கும்‌ 
இசைவழியே இருக்கும்‌; அதன்‌ பருமன்‌, இந்த உயர்வு அதிகரிப்பின்‌ 
பெறுமதியாகும்‌. 
எடுத்துக்காட்டு 1, ட வின ஆள்கூறுகள்‌ (5, 0, 4) ஆயிருக்குமிடத்து 
புளளி 2 (1, 2,8) இற்‌ கோடு 29 வின்‌ திசையில 
ற்‌. நீத 
எனனு ஞ்‌ சார்பின்‌ திசைப்‌ பெறுதியின்‌ பெறுமானத்தைக்‌ கணிக்க. 
ழ்‌ _ 24_ ட 
ஷை ல” 29, ப ரகர்க்‌ 
எனின, 2 மில்‌, 6 இன்‌ கூறுகள்‌ (9, - 4, 19) ஆழும்‌. 49 வின்‌ திசைக்‌ 
கோசைனகள்‌ 5-1, 0-9, 4-8 அதாவது 4, -2, 1 என்பனவற்றுக்கு 
விதசமம்‌, எனிண்‌, 29 லின்‌ தசைக்‌ கோசைனகள்‌ 
4 த ந்‌ 
3/4: 19' (2912) (2௮319 
அதாவது, 
ச்‌ 2 3 
வேண்டிய இசைப்‌ பெறுதி 
நே கோசை ௨-0, கோசை தி--0, கோசை 3 


--(ஜெ*-4(ஜெ* (அ) 
தீ91. 





எடுத்துக்காட்டு 2. 
ர (ஐ ந. 28 ஆயிருகருமிடத்து, படி (1/2) இன்‌ கூறுகளைக்‌ காண்க. 
9/(1/)- - (1/8) 9/0. ஈரி 9-2. என்பதிலிருந்து ௪ பற்றிப்‌ 
பகு முறை வகையிட, நாம பெறுவது, 
ரோஜ 

7 


9 
ட அறை, னின்‌ --.. 
ல்‌ 2 ர த்‌ ௭ 


நக்‌ காவிப்‌ பகுப்புச்‌ சுருக்கம்‌ 


1 5 
றெொர/ 5 


ட ( ்‌ ட ( என்பனவற்றிற்கு மேலதனோடு ஒத்த கோவைகளைப்‌ 
நெ 70217 

பெறுவோம்‌, 

- இவ்வாறு 


மிரதியி,, நாம்‌ பெறுவது 


1). 1-2 ம. 2 
படி. ச [57 87 வ 


பயிற்சி நா 


1. £ ஆனது ம்‌ இன ஒரு காலிச்‌ சார்பென்றும்‌, & யானது ஒரு மாறாக காலியென்றுந்‌ 
தரப்படின்‌, பின்வருவனவற்றை 4 பறறி வகையிடூக : 
(0) 1.8, (1) 268. (ய்‌) ஈ.ர்‌. () 1%ர்‌, 
(0) ர்‌.5, (ம (2, 2, 8]. (ம்‌) ரூர்‌, 17. 
2. 4) 8 என்பன மாறாக்‌ காலிகளாயும்‌, 7, என்பது ஒரு மாறிலியாயும்‌ இருககு 
மிடதது, 2 ஆனது 
1 & கோசை )3- சைன 3, 
என்பதாலே தரப்படும 6 இன ஒரு சார்பெனின்‌, 


3 

-_ 0, 

ஆ% ர 
எனக்‌ காட்டுக, 


3 8-8 கோசை 4-ஈ சைன்‌ 81-04, 


எனனும வளையிககு அலகுக காலி ஐக்‌ காண்க. 


8. இரு துணிககையானது 7-0 என்னும்‌ நேரத்தில்‌ நிலைககாலி ந தடு கூடிய ஒரு 


புளளியிலிருந்து புறப்படடு மாறா வேகம 7 ஒட இயங்குனறது, எனனும்‌ நேரத்தில்‌ 
அப்புளளியின நிலைக்காலி ர ஐத்‌ தருக; 8 -(௩.௫)/1) எனனும்‌ நேரததில்‌, 


அததுணிககை ஓதத உறபததிககு மிக்க அணமையாய்‌ இருககும்‌ (அல்லது இருந்தது) 
எனக காட்டுக, 


[வேஸ்‌, 19, 8. 1954] 
1. 1௩ எனபன ஒன்றுககொன்று செஈகுத்தான அலகுக காலிகள ; 
பறறி வலஞ்‌ சுழி முறையே நேசாகக கொளளபபடும) மூ எனனுு கோ 
தம்‌ பொதுச செஙகோடடின்‌ கண நிலைத்‌ இசை பறறிச சுழலும்‌, எனின்‌, 
ம்‌] 


(02 ப 
௬௩0113 எனறும, - 5 ஓ ள்‌ “டுக. 
ரு ன ர்‌ 94 என்றுங்‌ காட்டுக 


இவற்றைக்‌ கொண்டு ], ரூ எனப 
நிலையாயிருககுமெனக காட்டுக. 


ம. அவை (160 
ண வேகத்தோடு 


னவற்றிற்கு வரையப்படும்‌ பொதுச செவ்வனின்‌ (திசை 


[ஷேம்‌, 2, 1, 8, 1954] 
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6. ௬-(0, 3, 0) ஆயும்‌ (0, 0, 22) ஆயும்‌ உ ர, ௦, %, 1 என்பன மாநிலி 
களாயும்‌ இருக்குமிடத்து, காலி-£ற ஆனது 


எனனுப்‌ காவிச்‌ சமன்பாட்டைத்‌ திருப்தியாக்கும்‌. ஆஷி 


அசசமனபாட்டைக கூறாயே வடிவததில்‌ எழுதுக ; அ௮ச்சமனபாட்டைத்‌ இர்த்தலால்‌ 
ுூ டிவத மூ. த தாத்த 


0286 ரர ச (ஸு) 
ஐ சைன்‌ [-- ], 








ச்‌ 6273 710 
327 [, 
வட ( - கோசை (௧). 
௨215 1710 
2௯0. 
சன்பதே 7-0 இல்‌, 


0 
8-0, னு 0 என்னும்‌ நிபந்தனைகளைத திருபதியாககுந்‌ தீர்வெனக்‌ காட்டுக, 


(வேற்‌, 2, 9, 5, 1947] 


ர்‌. 040, 0, 0), .8--(-, 0, 0), 8-(௪,0,0), 2-(, 9) 2) ஆயிருக்குமிடத.த, 
பின்வரும்‌ வகைகளில்‌ ம மாறிலி எட சமவமுததப்‌ பரப்புக்களை வரைக : 
ள்‌ 1 ்‌ 3 ்‌ 2 
முச்சு... ம சறிர்ஜாலு 
5 சி 
(1 ஊழம்ட 32 தம - 2 க 








8. நட ரூ எனபன 4? யிறகு .4,, 4; என்னும்‌ புள்ளிகளிலிருந்து வரையப்படுங்‌ கானி 
களெனின, ஈ;எ[;]) [ர] ஆகுமிடத்து ஈடு மாறிலி என்னும்‌ நிபந்தனை ஒரு 
நீளவளையததை நிருணயிக்குமெனக காட்டுக. 

1 ஆனது 1, இன்‌ நீளத்திறகு அலகுக்‌ காவியாயிருக்குமிடத்து, 

டே டே ்‌. 
8 82 
எனனும்‌ நீள்வளையத்திற்கு அதனைக்‌ காட்டுக. இதனைக்‌ கொண்டு 


பெ 
ற, 
06 


ய 
மட்ரிட்‌ 


எனக்‌ காட்டுக. 
அந்நீள்வளையத்திற்கு 2” யில்‌ வரையப்படுந்‌ தொடல்‌ 42, 422 என்னும்‌ ஆரைகளோடு 
சமகோணஙகளை ஆக்குமென்றுங்‌ காட்டுக. 


9. 4 -(0),2-(9, 0), மட (42/29) 


0-படி.ஜ்‌ ஆயின்‌, ே/௫ெ.- 0/2 என்பதாலே தரப்படும்‌ புலக்‌ கோடுகளைக்‌ கண்டு, அவை 
$- மாறிலி என்னும்‌ பரப்புகளை திமிர்சீகாணமாக வெட்டுன்றன என்று காட்டுக, 
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10. இ யின ஆளகூறுகள (8, 6, -1) ஆக, புள்ளி 4 (1, -2, 1) இல்‌, 48 எனனுந்‌ 
திசையில்‌ 


8-1 ௭, 

எனபதன்‌ திசைப்‌ பெறுதியைக காணக. 

11. ஐஷறுி3.2-36, ௨3-32-2710 என்னும பரபபுக்கள்‌ தரப்பட்டால்‌, அப்பரப்புக்கள்‌ 
தனறையொனறு வெடடம வளையியின்‌ இசையில, (4, 4710, 4710), என்ற புள்ளியில்‌ 

ர்‌ ஜ$ - 338-௮ 

எனபதன்‌ திசைப பெறுஇயைக காணக. 

38. (9), 1, 9) எனனும புளவியில்‌ ஐ்‌- 2] 29%. எனனுங்‌ காவியின இசையில்‌ 

8 (6-2) -7 

எனபதன கூடுதல லீதததைக ௭ண்க. 


அதிகாரம்‌ 4 
காவி நுண்கணிதம்‌ 
4.1. கோட்டுத்‌ தொகையீடுகள்‌ 


0 யானது 4, 8 என்பனவற்றை முனைப்‌ புள்ளிகளாகக்‌ கொண்ட 
ஒரு வளையியின்‌ ஒரு வில்லெனச்‌ கொள்க. 





க 


படம்‌ 1 


ஜ்‌ (2) என்பது ஓர்‌ எண்ணிப்‌ புள்ளிச்‌ சாபாகுக. வளையமி 0 மின்‌ மீது 
ம்‌ இன்‌ தொகையீடு பின்வருமாறு வரையறுக்கப்படலாம. அவ்வளையி 
சிடிசி,.... 2, என்னும ௩-1 புள்ளிகளால்‌ ௬ பகுதிகளாகப்‌ பிரிக்கப்பட்‌ 
டூள்ளது ; இங்கு, 452,823. 

ர--1, 2... ௩ ஆகுமிடத்து ௨ ஆனது 2, _, 2, என்னும்‌ வில்லின்‌ 
நீளமாகுக ; 2) என்பது அவ்வளையியியின்மீது ம, 12 என்னும்‌ வில்‌ 
க்குள்‌ உள்ள புள்ளியாகுக. 

த்‌(2) 64 (0) 
என்னுங்‌ கோவை ௨, என்னும்‌ ஒவ்வோர்‌ ஆயிடைக்கும்‌ ஆக்கப்படும்‌ ; 
ர ஆனது 1, %,...,௩ என்னும்‌ பெறுமானங்களைக்‌ கொள்ளவரும்‌ 
பல்வேறு கோவைகளைக்‌ கூட்ட வருவது 

ற்‌ கஷத்‌ (க) க்ஷ... “ம்‌ (2) க. (த) 
௦0 ஆகவும்‌ ஒவ்வொரு ௫௨-௮0 ஆகவும்‌ (8) என்னுங்‌ கோவை 
0 யை அதன்‌ மூலகங்கள்‌ கச, ஆகப்‌ பிரிக்கும்‌ விதத்தைச்‌ சாராத ஒரு 
முடிவுள்ள எல்லையை அணுூன்‌, இவ்வெல்லையின்‌ பெறுமானம்‌ 0 யின்‌ 
மீது ர்‌ இன்‌ தொகையீடெனப்படும்‌ : அது 


நகம்‌ (9) 
என எழுதப்படும்‌. 
57 
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ஒரு வளையி 0 யின மீது அத்தகைத்‌ தொகையீடூ கோட்டூத்‌ தொகையீடு 
என்றாதல்‌ வளைகோட்டுத்‌ தொகையீடு என்றாதல்‌ கூறப்படும்‌; வளையி 
0 யானது தொகையிடல்‌ வழி எனப்படும்‌. 


இது ஒரு தனி மாறியின ஒரு சார்பின்‌ 


| ர்க 6 


என்னும்‌ றைமான்‌ தொகைமீட்டின்‌ ஒர்‌ எளிய பொதுவுபை என்று 
காணப்படும்‌ ; இங்கு, ரீ(2) ஆனது உ எனனும மாறியின்‌ ஒரு சார்பு ; 
தொகையிடலின எல்லைகள்‌ ௨, 8 என்பன ; அதாவது, தொகையிடலின்‌ 
வழி ஐ-அச்சன்‌ நீளத்திற்கு ௨-௩ என்னும்‌ புள்ளியிலிருந்து ஐ-$ 
என்னும்‌ புளளி வரைக்கும்‌ இருக்கும்‌. 

கோவை (2) இலுளள கூடடுத்தொகையின எலலை உண்டு எனபது 
தொகைமீடு (4) இறகுப பயனபடுததிய முறைகளாற்‌ பிரயோக கணிதத்தில்‌ 
நாம்‌ வழக்கமாக வழஙகும்‌ சார்புகள்‌ பற்றிக்‌ காட்டப்படலாம்‌ ; அது 
இந்நூலில்‌ இனிவரும்‌ பகுதியில்‌ எடுத்துக்‌ கொள்ளப்படும்‌. 

நாம கையாளுஞ சார்புகள்‌ ஒற்றைப்‌ பெறுமானமுடையவை எனறும்‌ 
தொடாச்சியானவை எனறும்‌ வகையிடத்தக்கவை என்றும்‌ எடுத்துக்‌ 
கொள்ளபபடும்‌. செயன்முறையில்‌, கொகையீட்டின்‌ பெறுமானக கணி 
ப்பு எல்லையுறும்‌ முறையின்‌ நேருபயோகத்திற்கூடாக இராது, கோட்டுத்‌ 
தொகையீடு (4) ஆனது வரையறாத தொகையீட்டோடு அதன்‌ தொடர்‌ 
பைப்‌ பயன்படுததுதலாலே துணியப்படும்‌. 

கோட்டுக்‌ தொகையீடுகளில்‌, தொகையீட்டுச்‌ சார்புகள்‌ எண்களாகவோ 
காவிகளாகவோ இருக்கலாம்‌. இவ்வாறு 


ர இரச (5) 


என்னும்‌ வகையான தொகையீடுகள்‌ உணடு. இவை டெக்காட்டுக கூறு 
கள்‌ பற்றி 

பட 381 14% ப 4 (6) 
என்று எழுதப்படலாம்‌. 

5 ஆனது அவ்வளையியிலுள்ள ஒரு நிலையான புள்ளி 2 யிலிருந்து 
அவ்வளையியிலுள்ள ஒரு மாறும்‌ புள்ளி % இன்‌ 22 எனனும 
வில்‌ ளத தூரத்தைக்‌ குறிததால, 8 எனனுங்‌ குறியீடு நண்ணளவு 
எண்ணி மூலகமாகிய 68 என்னும்‌ பருமனையும்‌ அவ்வளையிக்கு 2 மிலுளள 
தொடலி வழியே உளச திசையையும உடைய காலியைக குறித்தற்கு 
வழங்கப்படலாம்‌ ; அதாவது 


8-5 106--102-- 0). 802 ; (7) 


காவி நுண்கணிதம்‌ 50 


ரே 
இங்கு ணா (8) 


என்பது 2: மிலுள்ள தொடலி வழியே எடுக்கப்படும்‌ அலகுக்‌ காவி. 
ஒரு“ வளையி 0 மின்‌ மீது ஒருகாலி 4 யின்‌ எண்ணிக்‌ கோட்டுத்தொகையீடு 


] 40 (9) 
0 
என வரையறுக்கப்படும்‌. நாம்‌ காண்பது 
| க.க்ல] சிக (10) 
0 0 


இங்கு,. 4, ஆனது அவ்வளையிக்கு 2 மிலுளள தொடலியின்‌ திசையில்‌ 
சீடயின கூறாகும்‌ (படம்‌ 2). 





படம்‌ 2 


டெச்காட்டுச்‌ கூறுகள்பற்றி (9) ஆனது 
[பபப அப அ ம்பு மம 


எ] (கண்டக முரசு (11) 
என எழுதப்படலாம்‌. 
காலிக்‌ கோட்டுத்‌ தொகையீடு இவ்வாறு வரையறுச்கப்படலாம்‌ ; ஆதாவது 
| 40602. (12) 
இது டெக்காட்டுக்‌ கற்றார்‌. 
புரசு - அஜத) | தி 402) -] ய (4௮ - அீ02) (13 
என எழுதப்படலாம்‌. 
எடுத்துக்காட்டு 1, | ர்க 02 எனபதன்‌ பெறுமானத்தைக்‌ 
கணிக்க. இங்கு, தொகையிடல்‌ வழி 0 யானது 


(௪) 4(0, 0,0) என்பதை (6, 8, 10) என்பதனோடு தொடுக்கும்‌ 
நேர்கோடு, ்‌ 
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6) ஷூ தளததில்‌ முதலாங்‌ காலில்‌ 2£-1-$9£-- 8“, 2-0 என்னும்‌ வட்டத்‌ 


(௪) நேர்கோடூ 4.8 யின்‌ சமன்பாடு. 
5-2 
2 45 


அக்கோட்டிலுளள யாதுமொரு புள்ளியின்‌ ஆள்கூறுகள்‌ ஒரு பரமானம்‌ 
8 பற்றி 
உ 84, ௮ கர்‌ 2-8] 

என்னுஞ்‌ சமன்பாடுகளால்‌ உணர்த்தபபடலாம்‌ ; 

இங்கு, ₹ ஆனது 4-0 இலிருந்து 9 வரைக்குமுள்ள பெறுமானங்‌ 
களை எடுக்கும்‌. 08, நே, 05 என்னும வகையீடுகள்‌ 64 பற்றி 

0. ர்‌, 0 கம்‌, 02- 504. 

என்பனவற்றால்‌ உணர்த்தப்படும்‌. 


எனின்‌, 
05102 )-109/- 102, 
(84-47 - 
ஆகவே, 82 [08] ஏ7(8548-55 548 ரூ 


| தீ்ல| ௬4௮44 கல] (4௩௫ ல்‌ 


௮6039 ] ரய 120.2. 
(8) மூதலாங்‌ காலியில 28-82, 220 எனனும்‌ வட்டத்‌ இன்‌ வில்லி 
ள்ள யாதுமொரு புள்ளியின்‌ ஆள்கூறுகள்‌ 
8 கோசை 9, 3-8 சைன்‌ 0, 2-0 
ஆயுள்ள ஒரு பரமானம்‌ ॥ பற்றி உணர்த்‌ தப்படலாம்‌ ; 
இங்கு, 0 4 9 4 7/2. 
08-10 -- 10-02 
-1(- ௨ சைன்‌0 09) -(] (6 கோசை 009) - 


92-- (-ஈசைன்‌ 000). (8 கோசை 909)8-. (௨௩0) 
எனின்‌, 0௪-- ஈ 09. 


்‌ா/ 
[ச ம] சட்ர4௮ மேய [' ஜே கோசை 9--ஈ சைன்‌ 9) ௨40, 


ஈர] 
௫3 [சைன்‌ 8- கோசை 8 த 283. 
௦ 
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எடுத்துக்காட்டு 2. ௪48 சைன்ழ்‌, (0 ழ்‌ 4 ள்‌) என்னும்‌ சக்கரப்‌ 


போலி வடிவிலுள்ள ஓர்‌ ஒப்பரவான கம்பி தன்னச்சு நிலைக்குத்‌ தாகவும்‌ 
உச்சி 0 ஆனது மிக உயர்ந்த புள்ளியில்‌ இருக்கும்படியும்‌ நிலையாக்கப்‌ 
பட்டுள்ளது. புலியீர்ப்புக்‌ காரணமாக அக்கம்பிமின்‌ வழியே அரக்கும்‌ 


சுயாதீனமுள்ள இணிவு ௩ கொண்ட ஒரு மணி ழ்‌ ஆயுள்ள 4 


என்னும்‌ புள்ளியில்‌ ய்விலிருந்து விடப்படூி்றது. ம்‌ ஆயுள்ள 


மிகத்‌ தாழ்ந்த புள்ளி 2 யை அடைய ௮ம்‌ மணி எடுக்கும்‌ நேரத்தைக்‌ 
காண்க. 





ய்டம்‌ 3 


2 ஆனது 0ச--2 ஆயுள்ள அச்சக்கரப்போலிமின்‌ 4” என்னும்‌ புள்ளியி 


3 

லுள்ள கதி ஆகுக. எனின்‌, ண்‌ ட 
ந்‌ 
ஆயின்‌, 00 ன்‌ 05), 
வேண்டிய நேரம்‌ 
8 
ற | 4, 
09 


இது ஒரு கோட்டுத்‌ தொகையீடு ; இங்கு 0 என்னுந்‌ தொகையிடல்‌ 
வழி 4 மிலிருந்து 8 வரைக்குமுள்ள அச்சக்கரப்போலிப்‌ பகுத, அத்‌ 
தொகையீட்டின்‌ பெறுமானத்தைக்‌ கணித்தற்கு உ ஐ ௪ இன்‌ ஒரு 
சார்பாக நாம்‌ அறிதல்‌ வேண்டும்‌. இது இயக்கச்‌ சமன்பாட்டிலிருந்து 
பெறப்படலாம்‌. நியூற்றன்‌ இயக்க விதிகளைப்‌ பயன்படுத்தி அவ்வளையிக்கு 


62 காவிப்‌ பகுப்புச்‌ சுருக்கம்‌ 


2 மிலுள்ள தொடலி வழியே துணித்து, மறு தாககத்திற்குத்‌ தொடலிக்‌ 
கூறு இல்லையென, அவதானித்து நாம்‌ பெறுவது, 


ரர சைனழ்‌. 


50 
இ ] ட. எ ர்சைன ழ்‌, 
அல்லது உ மர சைன்‌ ம்ம 
என எழுதப்படலாம்‌. 
2 
தொகையிட, [$௦2]4 - | ரசைன்ம்0௦. 
4 


வலக்கைப்‌ பக்கம்‌ ஒரு கோட்டுத்‌ தொகையீடாகும்‌ ; தொகையிடல்‌ வழி 
அச்சக்கரப்போலியின்‌ ..42 என்னும்‌ பகுதி, 


சைன்‌ ம்‌--9/42 என்று பிடஇியிட, நாம்‌ பெறுவது 


4. 
நஜ ] ள்‌ ண (653-424) 
தே 


னி வ] 
40. (42 0௪ 
கட அப அவக 
வண்‌ (1 அ 
- ழு) ௩௦௩௫. 


எடூத்துக்காட்டு 3, &-ர1- 22% எனின்‌, 


(2 
(ஐ) க (8) ] கக (6) கலக்‌ 


என்பனவற்றைக்‌ காணக ; இங்கு, 0 என்பது 


1-8 கோசை 41--ம சைன 81-88 கோதா ௨6% 
என்னுந்‌ தொடர்பினாற்‌ பரமான வடிவிலே தரப்பட்ட சமன்பாட்டையு 
டைய வளையி ; இங்கு, ௪, ௨ எனபன மாறிலிகள்‌ ; பரமானம்‌ $ ஆனது 0 
இலிருந்து 8 வரைக்குமுள்ள பெறுமானங்களை எடுக்கும்‌. 
1- 8 ( 


-8 சைன்‌ 91--ர கோசை 81-0௩ கோதா ௦4) 8, 
ம (6ீ சைன்‌? -. 48 கோசை! ம 28 கோதா?) 087 
கோசி? 6022 ; 


இது தீருவது 08-ஈகோ90. 
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(6) | ப்ட்‌ ] ௫ சைன்‌ 44-8௮ கோதா 8ீ-1-௨ கோசை 58%) ககோசி 6 மே 
௦4 கோச ஈ[-கோசை 88-38 கோதா 84-- சைன்‌ பிரா 
ு ஜூ்‌ கோடி ௨ கோதா ॥்‌. 
(9) ] 43௧ த 1 சைன்‌? - 28௦ கோதா 6 கோசை 
4௨5 கோசை ம கோதா 2] 0 


2[-7(௨-$ சைன்‌ 29) - கோதா(8 சைன்‌ ௨-1- கோசை ௨) 
--கோதா௦ சைன்‌ பிர்‌, 


ஏமி. 
2 
(௦) ர 4:05 -எ[ ண்ண 4-௨ கோதா 8-- கோசை 1) 
ச ௦ 
₹ (-சைன்‌ 84-- கோசை ஈ0-1- கோதா 01) 02 
2 
ட எ 1( -ஒ கோதா ௨- கோசை” 8) 1 
0 
4 (-சைன்உகோசைஉ- சைன்‌ கோதா] 
“(சைன்‌ 8 கோசை 8-௨ சைன்‌ உ கோதா ௨4] 0, 
ு௨[-ஈ (1-8 கோதா£௦) 1-2 கோதா லிபி. 
4.2. படி.ஜ்‌ இன்‌ கோட்டுத்‌ தொகையீடு 
ஒரு வழி 0 யின்‌ மீது ஒரு காவிப்புலம்‌ & மின்‌ கோட்டுத்‌ தொகையீடு, 
அதாவது ] &..08 ஆனது பொதுவாக 0 இன்‌ இரண்டு முனைப்‌ 
0 ்‌ 
புள்ளிகளையும்‌, அவ்விரு முனைப்‌ புள்ளிகளையுந்‌ தொடுக்குஞ்‌, இறப்பு 
வழியையுஞ்‌ சார்ந்திருக்கும்‌. எனினும்‌, & யானது ஓர்‌ எண்ணிச்‌ 
சார்பு ம்‌ இன்‌ படித்தறனாக உணர்த்தப்பட, அதாவது 
டப உதட படி. ம்‌ 
ஆகும்‌ பொழுது, ] 0.05 ஆனது அவ்லிரு முனைப்‌ புள்ளிகளை மாத்‌ திரஞ்‌ 
சார்ந்திருக்கும்‌; அது அப்புள்ளிகளைத்‌ தொடுக்கும்‌ வழியைச்‌ சாராதிருக்‌ 
கும்‌. இது 
9.8 -94 2248 மீயகுத்‌ (14) 


என்பதை அவதானிப்பதாற்‌ காணப்படலாம்‌ ; இது 


64. காவிப்‌ பகுப்புச்‌ சுருக்கம்‌ 


0.05 0-0 006 ஆனது ஒரு நிறை வகையீடு என்பதைக்‌ 
காட்டும்‌. எனின்‌, 


[ககக [அமுதம்‌ ௫ 


இவ்வாறு, அத்தொகையீடு அவ்லிரு முனைப்‌ புள்ளிகளிலுமுள்ள ஜ்‌ இன 
பெறுமானங்களை மாத்திரமேயன்றிச்‌ சிறப்பு வழியைச்‌ சார்ந்திராதென்‌ 
பதை நாம்‌ காண்போம்‌, 


இம்முடிபு பின்வரும வடிவத்திலும்‌ உணர்த்தப்படலாம்‌ : 


8 





யடம்‌ 4 


ர ௨௨] மர (16) 
0 07 


இங்கு, 0, 6” என்னும இரண்டு 4 மில்‌ தொடங்க £ யில்‌ முடிவடை 
யும்‌ வழிகள்‌ (படம்‌ 4). எனின்‌, 


| 9.௬3 | ௦,060 
0 0 


இங்கு, -0' ஆனது ந யிலிருந்து .4 மிற்குள்ள போக்கில்‌ எடுக்கப்படும்‌ 
௦ என்பதே தொகையிடல வழி எனக்‌ காட்டும்‌. 


ஆகவே, 6 .08--0, 
௨0 


இங்கு, $ ஆனது தொகையிடல்‌ 0-7 என்னும்‌ மூடிய வளையியின்‌ 


மேலது என்பதைக்‌ காட்டும்‌. இம்முடிபு 0, 0' என்னும்‌ எல்லா வளையி 
களுக்கும்‌ உண்மையாதலால்‌, 


ம்‌ 6.௨0 (17) 


என்பதை எடுத்து நோக்கிய வெளிப்பிரதேசத்து 


லுள்ள ஒவ்வொ ய 
வளையிக்கும்‌ உய்த்‌ தறியலாம்‌. ட்‌ ம பட்ல்‌ 
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இதன்‌ மறுதலைத்‌ தேறறமும்‌ உண்மையாகும ; அதாவது, ஒரு காலி 
& யானது எடுத்து நோககப்பட்ட பிரதேசததிலுளள ஒவ்வொரு மூடிய 
வளையியையுஞ சுறறி எடுக்கப்படுந்‌ தொகையீடு பூச்சியமானால்‌ த-படி ஜ்‌ 
ஆகுமாறு றீ எனனும்‌ ஒரு புள்ளிச்‌ சார்பு உண்டு. 

2 ஆனது அப்பிரதேசத்திலுள்ள ஒரு நிலையான புள்வியாமுக ; 2? 
யானது ஒரு மாறும்‌ புள்ளியாகுக. 


ச்‌] ௨௫ (18) 


( 

என்பதை எடுதது நோக்குக. இது %, 4” என்பனவறறைத்‌ தொடுக்கும்‌ 
வழியைச்‌ சாராதிருக்கும்‌. ஆகவே, (6, 9, 5) என்பன 4 மின்‌ 
ஆளகூறுகளெனின, 

ர்‌-ழ்‌ (2, 4 8). 

இது அப்பிரதேசத்தில்‌ ஒர்‌ ஒன்றிப பெறுமான நிலை சார்பாகும்‌. 
2” எனபது 2” மின்‌ அயலிலுள்ள ஒரு புள்ளியாகுக. 22-௦8 ஆகுக. 
வழி 2% 2” இறகு (18) ஐப்‌ பயனபடுத்த, 


த்ரவ [8௫ (19) 
ம்‌ 
ந 
ள்‌ 
, 
படம்‌ 5 


2 மிற்‌ கூடாகச்‌ செல்லும்‌ வழி 22 ஒடு தொகையீடு (19) எடுத்து 
நோக்கப்படின, ல்‌ 
றத்‌ 2 _] கடம 0) 
ம்‌(2)-த்‌(0) ன்‌ 


னபன அயற்‌ புள்ளிகளாயிருததலால, வலக்‌ 


எனபது பெறப்படும்‌. 2,21௪ 
இங்கு க, ஆனது 22 என்னுந்‌ 


கைப்பக்கம்‌ அணணளவாக &5௪, 
இசையில்‌ & யினகூறு. எனின, 
ழ்‌(:)-த்‌(0 4. 


6 காவிப்‌ யகுப்புச்‌ சுருக்கம்‌ 
இதிலிருந்து நாம்‌ உய்த்தறிவது, 
ப (21) 
இது 2” இலிருந்து எலலாச்‌ ற்றிடப்‌ பெயர்ச்சிகளுக்கும்‌ உண்மையாகும்‌, 
எனின்‌, &-படி ஜ்‌. 


மேலே விவரிக்கப்பட்ட உடைமைகளோடு கூடிய தரு காவி & யானது 
அழுத்தக்‌ காவி எனப்படும்‌. 4,, 4, 4, என்னுந்‌ டெக்காட்டுக்கூறுகள்‌ 
பற்றி, 40-40 .4,02. ஆனது ஒரு நிறை வகையீடாதற்கு நிபந்தனை, 


சக 940. 0. 94,_944 0 (ஐ) 
9. நெ றெ. 02 ரெ 


எனக காட்டலாம. 


ா அழுத்தக்‌ காலியின்‌ தேவைகளைத திருபதியாக்கும்‌ ஒரு காலிப்‌ புலத்‌ 
இன்‌ எடுத்துக்காட்டாக, ஒரு காப்பு விசையாற்‌ செய்யப்படம்‌ வேலையை 
எடுத்து நோக்குக. &, 7, ச என்பன ஒரு துணிக்கை மீது தாக்கும்‌ 
லிசை 8 இன்‌ கூறுகளெனின்‌, அத்துணிக்கை 4 யிலிருந்து 8 யிற்கு 
இடப்‌ பெயர்ச்சியடைதற்கண்‌ அவ்லிசையாற்‌ செய்யப்படும்‌ வேலை 


ஈ_ [ ப (௫81 ரே. 2௭) (29) 
0 


இங்கு, 0 யானது அததுணிக்கை 4 யிலிருந்து 8 யிற்குச்‌ செல்லும்‌ 
வழி. 


அத்தொகுதி காப்புடையதெனின்‌, செய்யப்பட்ட வேலை வேறு 
வேறு வழிகளுக்கு வே ுவேறாதல்‌ கூடாது, அதற்குக்‌ காரணம்‌, இவை 
வேறுவேறாயின்‌, 4 மிலிருந்து 8 யிற்கு ஒரு வழியாற்‌ சென்று ££ மிலி 
ருந்து 4 மிற்கு வேறொரு வழியாலே திரும்பிவருதலாற்‌ சக்தி நயம்‌ 
இருத்தல்‌ கூடம்‌ என்பதே. அவ்லிசைகளின்‌ காப்பியல்பின்படி ம யிலி 
ருந்து 8 யிற்குச்‌ செல்லும்‌ இடப்பெயர்ச்சியில்‌ (28) இனாலே தரப்பட்ட 
வாறு செய்யப்படும்‌ வேலையானது வழியையன்றி 4, $ என்னும்‌ 
மூளைபபுளளிகளை மாத்திரஞ சார்ந்து நிறகும்‌. 402-(- 709-1. 285 என்பது 
ஒரு நிறை வகையீடாகுமாறு %, 7, 2 என்பன இருத்தல்‌ வேண்டுமென்‌ 
பது இதிலிருந்து பெறப்படும்‌. , அவ்வகையீடு 477 என எழுதப்படும்‌ ; 
இங்கு 7 ஆனது அத்துணிச்கையின்‌ அழுத்தச்‌ சக்தியென வரையறுக்கப்‌ 
படும்‌. இவ்வாறு 


2 
| - 8 -7்‌-ர2) (2) 


அதாவது, செய்யப்பட்ட வேலை அழுத்தச்‌ சக்தி நட்டத்திற்குச்‌ சமம்‌, 
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4, ஆனது பூச்சியவழுத்தச்‌ சக்திக்கு ஒத்த நியம நிலையாக எடுக்கப்‌ 
பட்ட ஒரு நிலையான புள்ளியாயும்‌, 7” யானது ஐ, 9, 2 என்பனவற்றை 
ஆள்றுகூகளாகவுள்ள ஒரு மாறும்‌ புள்ளியாயும்‌ இருந்தால்‌, 


2 
7, ச, ௮) ௪ -] (%82-- 709-- 209) (3) 
2 
அதனோடு, 
07 97 07 
௬ கர்கைத்‌ பம்‌ எ. டி இரண: ப்‌ படல்‌. 
3 3 27 22 (26) 


அஃது, நி படி 7 
2) ஆனது முடிவிலியில்‌ இருப்பதாக எடுக்கப்படுதல்‌ பெருவழக்கு. 
எடுத்துக்காட்டு 1, புவியின்‌ பரப்பிற்கு அண்மையில (திணிவு 7% உடைய 
ஒரு துணிக்கையின்‌ மீதுள்ள ஈர்ப்புவிசை அண்ணளவாக 
87% 
என்னுங்‌ காவியாற்‌ குறிக்கப்படும்‌ ; இங்கு, 8-௮ச்சு நிலைக்குத்தாய்‌ மேன 
முகமாக உள்ளது ; ஏ என்பது ஒரு மாறிலி. யாதுமொரு வழிமின்‌ நீளத்‌ 
திற்கு 8; என்னும்‌ உயரத்திலிருந்து % என்னும்‌ உயரத்திற்கு அத 
துணிக்கை பெயர்க்கப்படமிடத்து அவ்விசையினாற்‌ செய்யப்படும்‌ வே 
917(%1-%2) 


எனக்‌ காட்டுக,- 





௬.௮ அ ௮ ௮ ௮௪ ௮ம்‌ க அனவ ஆண 


ண்கள்‌ றன்ன 
ஆஃ 
ட்‌ 
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சமன்பாடு (28) தருவது 
722 
ஈ_|( மே- 7 04-20) -] ரர 0 ர [த]? 
கம 


ஈர (ற்ற. 


8 காவிப்‌ பகுபபுச ௬௬௧௯ம்‌ 


எடுத்துக்காட்டு 2. பின்வரும்‌ வகைகளில்‌ & யானது ஓர்‌ அழுத்தக்‌ 

காவியோ எனப்‌ பரிசோதிக்க : 
64-7௫, (4) &-0; 

இங்கு, 1 ஆனது நிலைக்காவி ; *--]1] ; 6 ஆனது ஒரு மாளுக்‌ காவி. 

அம -.4,0-.4,02 என்பதை எடுத்து நோக்குக. வகை (8) இல்‌, 
விழ 4 4-4, சேரி) (2 0-3 0-2 09) 
ரீ) சம்‌ மற்‌; 

இங்கு, ஜ்‌-[70) 08. எனின்‌, & யானது ஓர்‌ அழுத்தக்‌ காவி, 

வகை (6) இல்‌, 
அடே 44 4,827) (பூய-- ட0-/-0,02). 

இது ஒரு நிறை வகையீடன்று. (28) இலுள்ள நிபந்தனைகள்‌ இருப்தஇிப்‌ 
படா எனபதை வாய்ப்புப்‌ பார்க்கலாம. 

இவ்வகையில்‌ & யானது ஒர்‌ அழுத்தக காலியன்று, 

ஒரு மூடிய வளையி 0 யின்‌ வழியே ஒரு காலி & யின்‌ தொகையீடு, 
அதாவது [ர&.38 ஆனது அம்மூடிய வளையி 0 மைச்‌ சுற்றி & யின்‌ 


சுற்றோட்டம்‌ எனப்படும. 
4.3.  பரப்புத்‌ தொகையீடுகள்‌ 
(ஒரு மூடிய பரபபாயோ ஒரு தளப்‌ பரப்பாயோ இருக்க வேண்டும்‌ 
என்னும்‌ நியதிமில்லாத) ஒரு பரப்பு 8 இன்மேல்‌ ஒரு சார்பு ஜ்‌ இன்‌ 


பரப்புத தொகையீடு கோட்டுத தொகையீட்டுக்கு ஒப்பான வழியில்‌ 
வரையறுககப்படலாம, 
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அப்பரப்பு கடி, கடு, த அ பகா - 
பிரிக்கப்படும்‌ ; &8), நபி ௬ என்னும்‌ ௯ மூலகங்களாகப்‌ 


கிரி, என்னும்‌ ஒவ்வொரு பரப்பு 
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மூலகைத்திற்குள்ளும்‌ மூறையேயுள்ள 2, 7, . ., உ என்னும்‌ புள்ளிகளில்‌ 


ஜ்ட மீட... நந என்பன ஜ்‌ இன்‌ பெறுமானங்களாக 
ஜ்ம்$ ட நக்கப்‌... 4 ஜீழப்த (27) 
என்னுங்‌ கோவை ஆக்கப்படும்‌, ௬-௦ ஆக, ர-1, 2, .., 1% என்னும்‌ 


ஒவ்வொன்றிற்கும்‌ ஒவ்வொரு &6,--0 ஆக, கோவை (27) ஆனது மூலகங்‌ 
களாகப்‌ பிரிக்கும்‌ விதத்தைச்‌ சாராது ஒரு முடிவுள்ள எல்லையை அணு 
இனால்‌, இவ்வெல்லையானது ப இனமீது ஜ்‌ இன்‌ பரப்புத்‌ தொகையீடு 
எனப்படும்‌ ; அது 


] ம (28) 


என எழுதப்படூம்‌, இவ்வரைவிலக்கணம்‌ காவித்‌ தொகைமீட்டுச்‌ சார்புக்கும்‌ 
எண்ணித்‌ தொகையீட்டுச்‌ சார்புக்கும்‌ பொருந்தும. 

ஒரு பரப்பிலுள்ள ஒரு புள்ளியின்‌ ஆள்கூறுகளை இரண்டு பரமானங்கள்‌ 
பற்றி உணர்த்தலாம்‌ ; அப்பரமானங்களை 8, 5 என எழுதலாம்‌. 
உதாரணமாக, ஆரை ௩ ஆயுள்ள ஒரு கோளத்தின்‌ மீதுள்ள ஒரு புள்ளி 
மி யானது 9, ஜ்‌ என்பன படம்‌ 8 இற்‌ காட்டியகோணங்களாகுமிடத்து 
9, ழ்‌ என்னும்‌ பரமானங்களாற்‌ பெயர்‌ குறிக்கப்படலாம்‌. 

9 வானது அச்சு 08 இற்கும்‌ ஆரைக்காலி 02 மிற்கும்‌ இடையிலுள்ள 
கோணம்‌. றீ ஆனது 805, 202 என்னுந்‌ தளங்களுக்கு இடையி 
லுள்ள கோணம்‌, 2 யின்‌ ஆள்கூறுகள்‌ 9, மீ என்பன பற்றி 
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ச--கசைன்‌ ரிகோசை ல்‌,3--௩ சைன்‌ ரிசைன்‌ ஜ்‌,2-8சோசை0 (329) 
என்னுஞ்‌ சமன்பாடுகளால்‌ உணர்த்தப்படலாம்‌. அப்பரப்பின்மீது 


70 காவிப்‌ பகுப்புச்‌ ௬ருக்கம்‌ 


9-- மாறிலி ஆயுள்ள புளளிகள்‌ அக்கோளத்தின்‌ ஒரு சிறு வட்டத்தின்‌ 
மீது க்கும்‌; ஜ்‌ மாறிலி ஆயுள்ள புள்ளிகள்‌ 02 ஐ. விட்டமாக 
வுடைய ஒரு பெருவட்டத்தின்மீது கடக்கும்‌. இவ்வாறு, 9-- மாறிலி 
என்பது அப்பரப்பில்‌ வளையிமினம்‌ ஒன்றை வரையறுக்கும்‌ ; ஜீ-- மாறிலி 
எனபது அப்பரபபில வேறொரு வளைமியினத்தை வரையறுக்கும்‌. அப்‌ 
பரப்பிலுள்ள யாதுமொரு புள்ளிக்கூடாக 0--மாநறிலி என்னும்‌ இனத்‌ 
இன்‌ ஒரு வளையியும்‌, ஜ்‌ - மாறிலி என்னும்‌ இனத்தின்‌ ஒரு வளையியும்‌ 
செல்லும்‌. 

ஒரு பரப்புத்‌ தொகையீடானது அவ்விரு பரமானங்கள்‌ பற்றியும்‌ 
ா இரட்டைத்‌ தொகையீடாய்‌ உணர்த்தப்படலாம்‌ என்பதை அவதானிக்‌ 
கலாம. இனி, அக்கோளமாகய உதாரணத்தை எடுதது நோக்குமிடத்து, 
9-- மாறிலி, ம்‌ மாறிலி என்னும்‌ வளையிகளை ॥, மீ. என்பனவற்றைப்‌ 
பரமானஙகளாகவுடைய ஒரு புள்ளி 2 யிற்கூடாகவும்‌ 0:60, ழ்‌--8ற்‌ 
என்பனவற்றைப்‌ பரமானஙகளாகவுடைய ஓர்‌ அயற்‌ புள்ளி 9 விற்கூடாக 
வும்‌ நாம்‌ வரைினறோமெனக்‌ கொள்க. இவ்வாறு ஆக்கப்படும்‌ மூலகம்‌ 
2808 இன்‌ பரபபளவு 88 ஆகுக (படம்‌ 9) 
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அண்ணளவாக 278-860, 29-ஈ சைன்‌ 064, 
88-- (660) (ஈ சைன்‌ 068). எனின்‌, நாம்‌ எடுப்பது 
89-௨4 சைன்‌ 91 ]யம்‌ (20) 


பாப்பு 6 இன்மீது தொகையிடல்‌ 4, ம்‌ என்பனபற்றி ஒர்‌ இரட்டைத்‌ 
தொசையீட்டைத்‌ தரும்‌. - ்‌ 
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எடுத்துக்காட்டு. ஐ£-_ர£--23--௧, 290 என்னும்‌ அரைக்கோளத்தின்‌ 
பாப்பின்‌ மீது 


(0) ர 868, (1) ] 208 
என்பனவற்றின்‌ பெறுமானங்களைக்‌ கணிக்க. 


08 இற்குக்‌ கோவை (90) ஐப்‌ பயன்படுத்த, 


ா/2 ர 
[2] ] சைன்‌ 0000 
98-02 2௮0 


திரி. 

9, ரீ என்பன முறையே தம்‌ லீச்சுக்களுக்கூடாகச்‌ செல்ல, 4 என்னும்‌ 
புள்ளி முழுப்‌ பரப்பையும்‌ ஒடி முடிக்குமாறு தொகையிட எல்லைகள்‌ 
எடுக்கப்பட்டுள்ளன. ஜீ மாறிலியாக, 9 வானது, 0 இலிருந்து ௭/3 இற்கு 
மாற, 2 என்னும்‌ புள்ளி ஒரு காலியை வரையும்‌. ஜ்‌ ஆனது 0 இலிருந்து 
இற்கு மாற அக்காலி அரைக்கோளப்‌ பரப்பைப்‌ பிறப்பிக்கும்‌. 
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நக ர] 2 கோசை 0.௦8 சைன்‌ 040 0ம்‌ 
0/0 


(2 
ரானி |. சைன்‌ ॥கோசை 9 09-- ரமி. 
0 


88 என எழுதப்படங்‌ காவிப்‌ பரப்பு மூலகத்தை வரையறுத்தல்‌ 
பயன்படும்‌. அப்பரப்பில்‌ ஒரு புள்ளி 2 யில்‌ அப்பரப்பிற்கு வெளிமுகமான 
செவ்வன்‌ வழியே அலகுக காலி ௩ எனக்‌ கொள்க. 08 என்பது 2 
யிலுள்ள பரப்பு மூலகமெனின்‌, ஒரு தளப்பரப்பை அப்பரப்பிற்குச்‌ செங்குத்‌ 


72 காவிப்‌ பகுப்புச்‌ ௬ருக்கம்‌ 
தான ஒரு காவியினாற்‌ குறிக்கலாமென முன்னர்க்‌ கூறிய குறிப்பை 
அனுசரித்து, காவிப்‌ பரப்பு மூலகம்‌ 


08-04 (91) 
என வரையறுக்கப்படும்‌. 


அப்பரப்பின்‌ சமன்பாடு . 
7(2, 9, 2) - மாறிலி (84) 
என்னும்‌ வடிவத்திலே தரப்பட்டால்‌, 2(௪, 9, 8) இலுள்ள செங்குத்‌தின்‌ 


திசைக்‌ கோசைன்கள்‌ 7/9, 07/99, 67/8 என்பனவற்றிற்கு வி௫தசமம்‌ 
எனின்‌, 


[கரிஷி/][8ஃ௫%இ1 6 


௮படிழி]படி ரி. (98) 
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அப்பரப்பின்‌ சமன்பாடு 4, என்னும்‌ பரமானங்கள்‌ பறறி 

உ ற(ஐ, 9), $ூ-ற(ம, 9), 8-:2(0, 9) (85) 
என்னும்‌ வடிவத்தில்‌ உளள தொடர்புகளாலே தரப்படின்‌, ஐ- மாறிலி 
என்பது அப்பரப்பின்‌ மீதுள்ள வளையி இனம்‌ ஒன்றின்‌ சமன்பாடாயும்‌, 
6 மாறிலி என்பது அப்பரப்பின்‌ மீதுள்ள வேறொரு வளையி இனத்தின 
சமன்பாடாயும்‌ இருக்கும்‌ (படம்‌ 19), 


0 
01 9 0௨ 
என்பன உ கூடுதலுறுந்‌ இசையில்‌ ச மாறிலி என்னும்‌ வளையிக்‌ 


கான தொடலியின்‌ இசைக்‌ கோசைன்களுக்கு வி$தசமமாடி இரு காவியை 
வரையறுக்கும்‌. 


ரெ. 0 
1. 4. 36 
(ன 01 ) யு 


ஆருமிடத்து இக்காவியை 1 என எழுதுவோம்‌, 
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ட ர 65 
109 0 


என்னுங்‌ .காவிக்குத்‌ இசை 4- மாறிலி என்னும்‌ வளையிக்கான தொடலவி 
வழியே இருக்கும்‌. அப்பரப்பிற்குச்‌ செங்குத்தான அலகுக்‌ காவி 


அதுபோல, 


15615 
ல ம. 
11 


(97) 
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பரப்பளவு மூலகத்தை எடுத்து நோக்குதலால்‌, 
கு பயப்‌) (98) 
என்பதையும்‌ நாம்‌ அவதானிக்கலாம்‌. 
கோளவகையில்‌, ௩ வை 9 ஆகவும்‌ உ ஐ ஜ்‌ ஆகவும்‌ எடுக்க, சமன்பாடு 
(29) தருவன 
1-2 கோசை 9 கோசை ஜீ4--௧ கோசை 09 சைன்‌ மீ]-ஈ சைன்‌ 9%, 
1௦-- -௧ சைன்‌ ரி சைன ஜீ4-டஈ சைன்‌ 9 கோசை ஜர்‌ 
1-௪ சைன்‌ 9 கோசை ஏீ1-ட ௨8 சைன்‌? 9 சைன்‌ ஸரி 
௩ சைன்‌ 0 கோசை ॥% 
84 சைன்‌ 9 [சைன்‌ 9 கோசை ஜீ...- சைன்‌ 9 சைன்‌ ஜீ்‌]-- கோளை 1] 
௩7 சைன்‌ 0௨. 
(88) தருவது 
482 சைன்‌ 06064 


என்பதை நாம்‌ வாய்ப்புப்‌ பார்க்கலாம்‌. இது முந்திய முடிபுடன்‌ 
(80) இசையும்‌. 


74 காவிப்‌ பகுப்புச்‌ சுருக்கம்‌ 
ஒரு பரப்பு 8 இன்‌ மீது ஒரு காலி & யின்‌ பரப்புத்‌ தொகையீடு 
| ௧௮ (39) 
8 
என்னும்‌ பொருள்படும்‌, அது 
| கறம என்றாதல்‌] 4,089 என்றாதல்‌ (40) 
டி [ 
எழுதப்படலாம்‌ ; இங்கு, கீ, என்பது குறித்த புள்ளிமிலுள்ள வெளி 
முகமான செவ்வனின்‌ திசையில்‌ & யின்‌ கூற்றைக்‌ குறிக்கும்‌, இத்‌ 
தொகையமீடு பரப்பு 8 இன்‌ வெளியால்‌ & யின்‌ பாயம்‌ எனப்படும்‌. 
எடுத்துக்காட்டு, கல்‌ ஆயும்‌, 5 ஆனது 2-0 இலிருந்து 2--ந வரைக்‌ 
கும்‌ உள்ள 27-38-6882 என்னும்‌ உருளையின்‌ வளைபரப்பாயும்‌ இருக்கு 


மிடதது 
)43 
க 


எனபதன்‌ பெறுமானததைக”கணிகக. 


இஙகு, 2-0 கோசை ழ்‌, 9-0 சைன்‌ ஜ்‌, ஆகுமாறு படம்‌ (18) 
இற்போல உருளை முனைவாள்கூறுகளை எடுத்தல்‌ வசதியாகும்‌. 





டம்‌ 13 
பரப்பின்‌ மீது 
0௩8) 0ம்‌ 49%, 0422, 
&௨ 


8 8 
௫ ௮ (2௮ [ஈக கோசை விச சைன்‌ ழ்‌ 4௧8] 
1உ-கோசை 81 சைன்‌ ஜீ] 
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(8 கோசை?3 ய ச சைன்‌? ஜ்‌) - 2 


6 ட்‌ 
பாணா னா 88 (2251 
8-௨ மீழ்‌ 0 
உ ரர க்கீ 
]தகன] ள்‌ (2257 ற்‌ 
% 02 ரகம்‌ 
எண்ணி] எட்தரட வரு 


4.4 கனவளவுத்‌ தொகையீடுகள்‌ 
கனவளவுத தொகையீடானது கோட்டூத்‌ தொகையீடும்‌ பரப்புத்‌ தொகை 
யீடும்‌ வரையறுக்கப்படம்‌ அதே வழியால்‌ வரைய ஸுக்கப்படலாம்‌ : அதா 
வது, தந்த ஒரு கனவளவு 2 ஆனது முறையே க, ந, ...&9, 


என்னுங்‌ கனவளவுடைய 17% மூலகங்களாகப்‌ பிரிக்கப்படும்‌ ; ர_], 
2)... 8%. ஆக ௩. என்னுங்‌ கனவளவிற்குள்‌ உள்ள ஒரு புள்ளி 
யில்‌ ஜ்‌ இன்‌ பெறுமானத்தை ஜ்‌ என்பது குறிக்குமிடத்து 

ஜக்‌ ஜட்ஜ்‌... 4 நீக்க (41) 


என்னுங்‌ கோவை ஆக்கப்படும்‌. 

௬:௦௦ ஆகவும்‌, ஒவ்வொரு ஏ விற்கும்‌ &2-0 ஆகவும்‌, கோவை (41) 
ஆனது மூலகங்களாகப்‌ பிரிக்கப்படும்‌ விதத்தைச்‌ சாராது ஒரு முடிவுளி 
மூலகத்தை அணுன்‌, அவ்வெல்லை கனவளவு 8 இன்‌ மீது ஜ்‌ இன்‌ 
கனவளவுத்‌ தொகையீடெனப்படும்‌ ; அது 
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1, 00 (42) 


என எழுதப்படும்‌. இவ்வரைவிலக்கணங்‌ காவித தொகையீட்டுச்‌ சார்பு, 
எண்ணித்தொகையீட்டுச்‌ சார்பு என்னும்‌ இரண்டுக்கும்‌ பொருந்தும்‌. 
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ஒரு கனவளவுத்‌ தொகையீடூ ஒரு மும்மைத தொகையீட்டுக்குச்‌ சமன்‌. 
டெக்காட்டாள்‌ கூறுகளில்‌, அச்சுக்களுக்கு முறையே சமாந்தரமான பக்கங 
கள்‌ ஜே, 0) 06 என்பனவற்றையுடைய ஒரு செவ்வகத்திண்மத்தை 
நண்ணளவான கனவளவு மூலகமாகக்‌ கொண்டால்‌, 


80--மே 0] 62. (43) 
பொதுவாக, 
ஐ--௫(8, 9, 30), 3, 9, 9), 2-2(ம, 9, 50) (44) 


என்னும்‌ வடிவத்தில்‌ ஒரு புள்ளியின்‌ ஆள்கூறுகளை உணர்த்துதற்கு நாம்‌ 
ப ப ௯. (என்‌௫) என்னும்‌ ஹேன்று பரமானங்களைப்‌ பயன்படுத்தலாம்‌. 
அப்போது, கனவளவுத்‌ தொகையீடு 8, 9, 49 என்னும்‌ மூன்று 
பரமானங்கள பற்றியும்‌ ஒரு மும்மைத்‌ தொகையமீடாகும்‌. 

கோள முனைவாளகூறுகளில்‌, ஈ ஆனது ஆரைத்‌ தூரமாயும்‌ 9, ந்‌ 
எனபன முன்னர்‌ படம (8) இற காட்டிய கோணங்களாயுமிருக்குமிடத்து, 
7, 09, ந்‌ என்பன பரமானங்கள்‌ எனக கொள்ளலாம்‌. ஐ, தூ ஐ 
என்பனவற்றையும்‌ ஈ, 9, ஜ்‌ என்பனவற்றையுந்‌ தொடர்பாக்குஞ்‌ சமன்‌ 
பாடுகள்‌ 

உசைன்‌ 9கோசை ம்‌, நு-ஈசைன்‌ சைன்‌ ஜ்‌, 8-ர கோசை 0. (45) 

தன்‌ பரமானங்கள ஈ, 9, ஜீ ஆயுளள ஒரு புள்ளிக்கூடாகவும்‌ பரமானங்‌ 
கள ௪87, 9-6, ம்‌-(62்‌ ஆயுள்ள ஓர்‌ அயற்புள்ளிக்கூடாகவும்‌ 
ர மாறிலி, 9 மாறிலி, தீ- மாறிலி என்னும்‌ பரப்புக்களை நாம்‌ வரைந்‌ 
தால்‌, தன்‌ பக்கங்கள்‌ அண்ணளவாக 87, ஈ60, £ சைன்‌ 08ம்‌ ஆயுள்ள 
ஒரு சிறு பெட்டியை நாம்‌ பெறுவோம்‌ (படம்‌ 75). 





மடம்‌ நத 


எனின்‌, 


82-77 சைன்‌ 007698] (46) 


காவி நுண்கணிதம்‌ ரர்‌ 


உற கோசை ஜ்‌, ந-0 சைன்‌ ஜ்‌, 2-8 ஆமுமிடத்து, நாம்‌ ஐ, ற்‌, 8 
என்றும்‌ உருளை முனைவாளகூறுகளை வழங்கினால்‌ 
00-20 மறக (42) 
பொதுவாக, ஆள்கூறுகள்‌ பரமான வடிவத்தில்‌ (44) ஐப்‌ போன்ற 
சமன்பாடுகளாலே தரப்படின்‌ (நிறுவலைத்‌ தராது) நாம்‌ கூறுவது 


07ம்‌ மே (46) 


ம்‌ ப செ 
இங்கு ௮.௫ ௯ 
கேழ 9 (49) 
0௦ 0௦ 
றெ ழொ 08 
| 6 6ம்‌ 
என்பது ஐ, 9, 8 இலிருந்து 8, 9, 89 இற்கு மாறறப்படட உருமாற்றத்துின்‌ 
யாக்கோபியன்‌ எனப்படும, இச்சிறப்புவகைகளில்‌ (48) ஆனது (46) 
ஒடும்‌ (47) ஒடும்‌ இசையும்‌ என்பதை நாம்‌ வாய்ப்புப்‌ பார்க்கலாம்‌. 
ந 33 ஜி 
எடுத்துக்காட்டு. க 4 கா ஆ 1 
என்னும்‌ நீள்வளையவுருவின்‌ கனவளவைக்‌ காண்க. 
உக) 07, ௭௦28 ஆகுமிடத்து 9, ந, 2 இலிருந்து ஃ, 7, 4 
இற்கு ஆள்கூற்றுருமாற்றமொன்றை எற்படுத்துக. 
எனின, ே 0 02-86 840204. 
புதிய ஆள்கூற்றுத்‌ தொகுதியில்‌ அந்நீள்வளையவுருவின்‌ பரப்பு 
௩-1 .2₹--1 என்னுங்‌ கோளத்திற்கு உருமாறும்‌. எனின்‌, அந்‌ 
தீள்வளையவுருவின்‌ கனவளவு 


|| ரு டக ர] 4301702. 


நீள்வளையவுரு குக்‌ கோளம்‌ 
வலக்கைப்பக்கத்துத்‌ தொகையமீட்டுச்‌ சார்பு அலகுக்‌ கோளத்தின்‌ கன 
வளவு மாத்திரமாய்‌ இருக்கும்‌ ; ஆகவே, அது ($)ர ஆகும்‌. எனின்‌, 
வேண்டிய கனவளவு ($)ஈஸி.. 
கோள முனைவாள்கூறுகளை வழங்கும்‌ ஒரு பிரயோகமாய்‌ அலகாரை 
யுள்ள ஒரு கோளத்தின்‌ கனவளவுக்குரிய (எ என்னுங்‌ கோவையைப்‌ 
பெறுதல்‌ சுவையானதாம்‌. (46) ஐப்‌ பயன்படுத்த இக்கனவளவு 


1 ர்‌ * ஈசைன் ரிம்‌ ப்0கத்‌ 
௪௩07 9-0. 


ற 
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ச ்‌ 3 ர 
பிறி சைனிஸ்‌ 0022 ன்‌] - கோசைசி]" 
020 


0 0 


1 க்‌ 
2.8] 9 மே. 
0 


4.5. விரிகை 
ஒரு காலிப்‌ புலம்‌ & யானது தரப்பட்டால்‌, யாதுமொரு புள்ளி % யில்‌ 
அதன்‌ விரிகை பின்வருமாறு வரையறுக்கப்படும்‌. 


ஜீ 





கீர! 
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&௦ எனபது புள்ளி 2 பைச்‌ சுற்றியிருக்கும ஒரு சிறு கனவளவாகுக ; 
த ள்‌ 
அதன எலலைப பரபபு &$ி ஆகுக. ]்‌ 440 எனபது பரப்பு &,6 இறகு 


வெளியே & யின பாயமாகும்‌. அப்பரப்பால்‌ அடைக்கப்படுங கனவளவிற்கு 
இப்பாயததின விதத்தை எடுத்து நோக்குக ; அதாவது 


ர 444 
க 
த ப 


என்னுங்‌ கோவையை எடுத்து தோககுக. புள்ளி 2? யை இன்னும்‌ அடைத 
திக கொண்டிருக்குங்‌ கனவளவு ௩௦0 ஆக, கோவை (50) ஒரு 
முடிவுளி எல்லையை அணுகுமாறு த யிருந்தால, இவ்வெலலை ந்‌ புள்ளி 
2 யில்‌ & மின்‌ விரிகை எனப்படும்‌ ; அது விரி & என எழுதப்படும்‌ 
லிரி & என்பது ஒர்‌ எணணிக்‌ கணியமாய்‌ 2 முல அலுகுக்‌ கனவளவிற்கு 
& யின்‌ பாயத்தைக்‌ குறிக்கும்‌. இவ்வாறு விரி & யானது ஓர்‌ எண்ணிப்‌ 
புலத்தை வரையும்‌. 

தத ட்டபாக புள்ளிக்‌ காலி * ஆனது ஜா அசையுந்‌ இரவத்தின்‌ 
பலத்தைத்‌ தர, அத்திரவம்‌ தன்‌ கண்ணே ஒரு புள்ளி 9 
“ அள்ள ஓர்‌ ஊற்றிலிருந்து மாறா வீதத்தில்‌ அத்தொகுதிக்குட்‌ புகுந்‌ 
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தால்‌, இ மில்‌ விரி ॥ ஆனது அவ்வூற்று வலிமையின்‌ அளவாகும்‌. 
ஊாற்றுக்களாதல்‌ உறிஞ்சிகளாதல்‌ இல்லாத வேறு புள்ளிகளில்‌, 
விரிர--0. 


டெக்காட்டாள்கூறுகளில்‌ விரி & 

அச்சுககளுக்குச்‌ சமாந்தரமான 868, 69, 62 ஆூய பக்கஙகளையுடைய 
இரு செவ்வகப்‌ பெடடியானது புள்ளி 2 (2, 9, 2 ஐ மையமாகக்‌ 
கொண்டு ஆக்கப்பட்டுளளது ; மேலே தரபபட்ட வரைவிலக்கணம்‌ 2” யிலு 
ள்ள விரி & யைத்‌ துணிதற்கு இப்பெட்டியின தொடர்பிலே பிர 
யோக்கப்படும்‌. 

கோவை (50) இன்‌ தொகு தியின (0௩௨௩0) பெறுமானங்‌ கணித்தலில்‌, 
அத்திண்மத்திறகு ஆறு முகங்கள்‌ உண்டு என்பதை அவதானிக்கலாம்‌. 
அவற்றைச்‌ -சமாந்தர முகச சோடடுக்‌ கூட்டங்களாக்குதல்‌ வசதியாகும்‌. 
2067 என்னும்‌ முகம்‌ உதவும்‌ பங்கை எடுத்து நோக்க, ௮ம்‌ முகத்தின்‌ 
பரப்பளவு 8982 என அவதானிக்க, நாம்‌ பாயம்‌ அண்ணளவாக 
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4, (2- 162, 9, 2) 8 சே 
எனப்‌ பெறுவோம. 408/8 என்னும்‌ முகத்திலிருநது வரும்‌ பகு 
4, (2-382, 9, 2) 05. 
சயக்குறி வருவதறகுக்‌ காரணம்‌ இம்முகத்திற்கு வெளிமுகமான செவ்வன்‌ 
ஈ-.அச்சின்‌ எதிர்த்திசையில்‌ இருப்பதே. இந்த இரண்டு முகங்களும்‌ 
ஒருங்கு தரும்‌ பங்குகளை எடுக்க நாம்‌ பெறுவது 
[4 (2- $லே, 9, 5)- அழ (2- $0, 9, 5)] 99 6 ; 
இது அண்ணளவாக 
942 
லெ 





920102. 


80 காவிப்‌ பகுப்புச்‌ சருக்கம்‌ 

அதுபோல, ஏனையிரணடு முகச சோடுகளிலுமிருநது அப்பாயத்திற்கு வரும்‌ 
0.4 947 

பங்குகள்‌ க 82016௪, “_” 8062 என்பன. 


இவ்வாறு மொத்தப பாயம்‌ அண்ணளவாக 





942 047 942 
ன்‌ 3. 3 1) 620102. 
அன்றியும்‌, 020068. 
எனின்‌, கோவை (50) ஐ ஆகூ எலலைக்குச செலல நாம்‌ பெறுவது 
042 04; 94; 
லிரிக்‌ 4 த (51) 
உதாரணமாக, க ர அற்ற எனின்‌, 


9 9 9 
விரி 4-3. 


&- படிம்‌ எனின்‌, 


_26 ழ்‌ 6ற்‌ 


1 ல்‌. ப 
க “ட! உட! எனின்‌, 


0 9 
வ்க்த(தட்தி “*(க 
ன ம்‌ 
“(அ இடத்ட வலா? 
தன லிரிகை எங்கும மறைகின்ற ஒரு காலி வரிச்சுருளானது எனப்படும்‌. 
இககாவிகள்‌ பெளதிகவியலின்‌ பல வேறு களைகளிற்‌ பயன்படும்‌. 
7, என்பது ஒரு மாறாவெண்ணாகுமிடத்து, 
விரி (&- ந) -லிரி த-டலிரி ந, 
விரி (&)--7 விரி & 
என்னுஞ்‌ சமன்பாடுகளை வரைவிலக்கணத்திலிருந்து எளிதிற்‌ பெறலாம்‌. 
ம்‌ ஆனது ஒர்‌ எண்ணிப்‌ 
புள்ளிச்‌ சார்பாயும்‌ இருந்தால்‌, 


விரி (க) அல்‌ விரி &4- (படிஜ்‌).& 


புள்ளிச்‌ சார்பாயும்‌ & யானது ஒரு காவிப்‌ 


(59) 
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என்று காட்டலாம்‌. டெக்காட்டாள்‌கூறுகளைப்‌ பயன்படுத்‌ தினால்‌, 
0 6 9 
இ.கை.ப.-. ஐ (424 (4) 4 ஜ (642. 
சத்‌ பக கிர்ற் ட்‌ தீ 224, 
ன்‌ 24 ச ஷ்‌ 9ம்‌ (26 ) 
நரி தர? ற ட்‌ த க ஆ சர ஜு 42 


அ வ,கை.ப. 
டெக்காட்டாள்கூறுகளுக்கு இம்முடிபைக்‌ காட்டினோம்‌. ஆனால்‌, இது 
எவ்வாள்கூற்று முறையிலும்‌ உண்மையாகும்‌. 

4.6. கவுன்‌ உருமாற்றம்‌ 
$ி ஆனது ௦ என்னும்‌ இடக்‌ கனவளவை அடைக்கும்‌ ஒரு மூடிய 
பரப்பாக, & யானது ஒரு காலிப்புலமெனின்‌ 


| க. 48-] விரி தக (59) 
8 32 


இம்முடிபைப்‌ பின்வருமாறு பெறலாம்‌ : 

பரப்பின்‌ அளவு க&&8,, ர--1, , ...., ௩ ஆயும்‌ கனவளவு &0 
ஆயுமுூள்ள ஒரு தொகை கலங்களாக அக்கனவளவைப பிரிக்க. விரிகை 
யானது கோவை (50) இன எல்லை என்னும்‌ வரைலிலக்கணத்திலிருந்து 
ஒவ்வொரு ர விறகும்‌ 


] 4, 08 விரி.4 80,-- உட (54) 
க்ரே 


என எழுதப்படலாம்‌ ; இங்கு, & 20 ஆக, ஏ-20. 
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92 காவிப்‌ பகுப்புச்‌ சுருக்கம்‌ 


91, 5, ...., ௩. என்பனவற்றிற்கு இச்சமன்பாடுகள்‌ எல்லாவற்றை 
யுங கூட்டி, அயற்‌ கலங்களின அடுத்துள முகங்களிலிருந்து அப்பாயத்‌ 
இற்கு உதவப்படும்‌ பங்கு கூட்டலிற்‌ பூச்சியமான்றன என அவதானித்து 
௬:௦௦ ஆக ஒவ்வொரு ர விற்கும்‌ &ெ0 என்னும்‌ எல்லைக்கு மேற்‌ 
செல்ல விளைவு (58) பெறப்படும்‌. 

எடுத்துக்காட்டு 1. சமன்பாடு (54) இல்‌, 

ஆம்‌ 
ஆகுமிடத்து பரப்புத தொகையீடங்‌ கனவளவுத தொகையீடுஞ சமம்‌ 
என்பதை வாய்ப்புப பார்க்க $; இங்கு, ம ஆனது ஒரு மாறிலி ; £ ஆனது 
ஆரைக்காலி ; தொகையிடற்‌ பரப்பு உற்பத்தியில்‌ மையத்தையும்‌ ௧ 
எனனும்‌ ஆரையையும்‌ உடைய கோளம்‌. 

கோளப்‌ பரப்பின மீது யு ந 


1/0. 
இது தருவது 4, மாற மம. 
எனின, 1. கியி 02 [பு மக, கரம்‌ க்ரமம்‌ 


ன்‌ | விரி கீக்டு-$ம ] ம--8ம (கீ கமா 
82. 22 
எடூத்துக்காட்டு 2. 6 ஆனது 


ல மு. த 


ம 855 8 


ர 
சற 


என்பதன்‌ பெறுமானத்தைக்‌ கணிக்க ; இங்கு, ஐ ஆனது. உற்பத்தியிலிருந்து அத்தீன்‌ 
வகர (ஐ மீதுன்ன புள்ளி 22 (6, 9, 5) இல்‌ வரையப்படூந்‌ தொடலித்‌ தளத்தின்‌ செக்குத்துத்‌ 


என்னும்‌ நீள்வளையவுருவின்‌ பரப்பெனின்‌, 


ஞாரம்‌ 


உற்பத்தியிலிருந்து தொடலித்‌ தளத்தின்‌ செங்குத்துத்‌ தூரம்‌ 


3 22 
கய கலு 


அத்நீள்வளையவுருவுக்கு 2 மிலுள்ள செவ்வன்‌ 


உ்நு.த 
66% 
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என்பனவற்றிற்கு வித சமமான இசைக்‌ கோசைன்களை உடையதாகும்‌. 
இவ்வாறு அச்செஙகுத்தின்‌ வழியே அலகுக்‌ காவி 
ப ன ப] ன்‌ 


க்$்௪ 


எனக்‌ காணப்படும்‌. 


உ 5 
ன.) 


என நாம்‌ எடுக்னெறோமென நினைக்க. இவ்வாறு நாம்‌ எடூககலாம்‌ ; 
அதற்குக்‌ காரணம்‌ அவ்வாறு தேர்ந்தெடுக்கபபடும & யானது ஒரு 
காவியாகுமென்பதே ; அதாவது &-(1/ற)ய; உருமாற்றம்‌ (58) ஐப்‌ 
பிரயோடக்க. 


உற 2 1 
டமி 2992 ஆ 


1 இஸ்‌ 624! ஐ 
எனின்‌ (58) இல்‌, பாப்புத்‌ தொகையீடு 
| 119. 
2 ன்‌ 
ட 97/2 91/4 0/2 
இஸ்‌ ௮04 “ஜர்‌ ஜதி * இது 


1 ந 1 
“தா தாத 


எனின்‌, கனவளவுத்‌ தொகையீடு 


3 3 1 3 ந 1 
( ஜ்‌ 2) ]ம- (க ஜா சர 


இவ்வாறு நாம்‌ பெறுவது 
8, 1 1 1 
ர. 
ற 377௭ (க ஜா த) 
இங்கு, நாம்‌ பரப்புத்‌ தொகையீட்டின்‌ பெறுமானத்தை நேரே கணிக்க 
வில்லை ; ஆனால, கவுசின்‌ உருமாற்றத்தைத்‌ துணைக்‌ கொண்டு பெறு 
மானங்‌ கணித்தற்கு எளிதான ஒரு கனவளவுத்‌ தொகையீடாக அதனை 
உருமாற்றி அதன்‌ பெறுமானத்தைத்‌ துணிநதுள்ளோச்‌. 
4.7. சுருட்டை & 

ஒரு காலிப்புலம்‌ & யும்‌ வேறொரு காலிப்புலமும்‌ தரப்பட்டால்‌, 
சுருட்டை & யானது பின்வரும்‌ விதத்தில்‌ அதிலிருந்து பெறப்படலாம்‌. 

௫.8 ஆனது ஒரு புள்ளி 7” மிலுள்ள ஒரு பரபபு மூலகமெனக்‌ கொளக, 


அம்மூலகத்தின்‌ ஒரம்‌ &0 எனனும்‌ மூடிய வளையி ஆகுக. 3 ஆனது 
5-0 6890 (69/0 


க்‌ காவிப்‌ பகுப்புச்‌ சுருக்கல்‌ 


அபபரப்புக்கு 2 மிலுளள செவ்வன்‌ வழியே அலகுக்‌ காவியாகுக. 
அம மூடிய வளையி &6 யின்‌ மீது & யின்‌ கோட்டுத்‌ தொகையீடு 
அதாவது &0 ஐச சற்றி & யின்‌ சுற்றோட்டம்‌ 


6 4,098 
ர 


கோவை 


6 08 (55) 
&௦ 
கடி 
ஆக்கப்பட்டுள்ளது ; &4--0 ஆக, அதன்‌ நடத்தை ஆராயப்படும்‌. கோவை 
(55) ஒரு முடிவுள்ள எலலையை அணுூனால்‌, இவ்வெல்லை 
(சுருட்டை &),, (50) 


இன பெறுமானததை வரையறுககும்‌ ; இது அப்பரப்பின்‌ செவவன்‌ 
1ட இன்‌ வழியே ஒரு நியதியான காலிச சுருட்டை & மின்‌ கூறாகும்‌. 
அச்செவ்வனின போககும்‌, அச்சுற்றோட்டம்‌ எடுக்கபபடம்‌ போக்கும வலஞ்‌ 
அழித்திருகு விதியாற சமபந்தப்படும்‌. 
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டெக்காட்டூக்‌ கூறுகளிற்‌ சுருட்டை & 


2-இிசையில்‌, சுருடடை & மின்‌ கூற்றைக்‌ காண்பதறகு, (சுருட்டை 4) 
இன வரைலிலககணததிறகு விவரித்த செயனமுறை பிரயோடச்கப்படும ; 
அப்போது, பரப்பு பி ஆனது மையம்‌ 2 (௬, த ௪) ஆசவுள்ள ஒரு 
சிறு செவ்வகப்‌ பரப்பெனறும்‌, அச்செவ்வகத்தின்‌ பக்கங்கள்‌ 39- 
கும 2-அச்சிற்கு 
59, 82 என்று 


அச்சிற்‌ 
ஞ்‌ சமாநதரமென்றும்‌, அப்பக்கஙகளின்‌ நீளங்கள்‌ முறையே 
ம்‌, ஈ-அசசானது அச்செவ்வகத்தின்‌ தளத்திற்குச்‌ செவ்வன்‌ 


காவி நுண்கணிதம்‌ 85 
என்றும்‌ கொள்ளப்படும்‌. படம்‌ 20 இற்‌ சுட்டிக்‌ காட்டிய பேக்கில்‌ 
அச்செவ்வகத்தின்‌ சுற்றளவைச்‌ சுற்றி எடுக்கப்பட்ட $.&,08 என்பது 
அண்ணளவாக 
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4, (2, 9, 2-0) 9-4, (௪, 9-3 99, 2) 6 
அ (௫, 9, 24762) 9-4, (௪, 9-1 8) 2) 











ட 04 04, 
வ ஆ 00ர-- 3 6965. 
க்கி 0302. 
எனின்‌, கோவை (58) இன்‌ எல்லை தருவது 
942 644 
(சுருட்டை &), - ரத 
அதுபோல, (சுருட்டை ல (57) 
இவவாறு (சுருட்டை க்‌ ] 
-/942 94. 04, 94, 949 942 
சருப்டைகஎர்‌ (2 ஆ ) ்‌ ர ்‌ ள்‌ 
௬1% ட ந 
09 9 
ஜே 9 0 (58) 
அழ கிழ அழ 


86 காவிப்‌ பகுப்புச்‌ சுருக்கம்‌ 


ஒரு துணிகோவையாகத்‌ தரப்பட்ட கோவை (58) நினைவில்‌ வைத்திருத்‌ 
தற்கு வசதியான வடிவத்தில்‌ இருகன்றது. 


எடுத்துக்காட்டு 1. &--படி ஜ்‌ எனின, சுருட்டை & யைக்‌ காண்க, 





ஜ்‌ பம்‌ (_2ம 
கணனி ம்‌ அ ட 4 கம்‌ டம்‌ 
4 %்‌ அழ 9“ 
(51) இலிருந்து,. 
9798, 992) 2 ழ்‌ 
ன்‌ ட்‌ வட ர று 

(சுருட்டை &), 89 | ள்‌ 22 (2) 0908 00] 
அதுபோல, (சுருட்டை &),--0 ; (சுருட்டை &), 40. 
இவ்வாறு, சுருடடை (படி ம)--0. 


எடூத்துக்காட்டு 2, ம ஆனது ஒரு மாறிலியாயிருக்குமிடத்து, 
&-(- ல, ல, 0) எனின, சுருட்டை & யைக்‌ காண்க. 


9 0 
(சுருட்டை &), - 0 (0) - ரி (௦-0 


8 9 
(சுருட்டை க): (- ஐ) - 3 (0-0 


. 9 9 
(சுருட்டை 4),- 3 (வ) - 3 (-௰])- 2. 
இவ்வாறு சுருடடை &_(0, 0, 9). 


* ஆனது ஜா அசையுந இரவத்தின்‌ வேகப்புலததை வரைந்தால்‌, 
எருடடை 9 எனபது அத்திரவததின உந்தமை எனப்படும்‌, ஒரு 
திரவததிற்குச்‌ சுழலியககம்‌ இலலையாமின, (உதாரணமாக, அது ஒரு 
கால்வாயின வழியே ஒரு சீராய்‌ இயஙகுமெனின்‌) சுருடடை 1-0. மேலே 
தந்த உதாரணததில, & யானது த. அச்சுப்‌ பற்றி மாறாக்‌ கோண 
வேகத்தோடு உறுதியாகச சுழலும்‌ ஒரு திரவததின வேகமாகும்‌. இவ்‌ 
வகையில்‌, உநதிமைக காவிககு ஐ திசையிலாதல 3 இசையிலாதல்‌ கூறு 
யாதுமிலலை 3 2 இசையிற கூறு உணடு, 


438. ஸ்ற்றோக்கன்‌ தேற்றம்‌ 
ஒரு காலிப புலம & யும்‌ ஒரு மூடிய வளையி 6 யைத்‌ தனனெல்லை 


யாகவுள்ள ஒரு பரபபு 8 உந்‌ தரபபடடால்‌, 


கய | சருட்டை 0, 64. (59) 


காவி நுண்கணிதம்‌ 87 


8 ஐ படம்‌ (81) இல்‌ உள்ளவாறு ெ(ர-1, ...,9) என்னுஞ்‌ சுற்றுக்‌ 
கள்‌ கொண்ட &8, என்னுஞ்‌ சிறு பரப்புக்களாகப்‌ பிரிக்க. கோவை (58) 
இன்‌ எல்லையாகச்‌ சுருட்டை: & யின்‌ வரைலிலக்கணத்‌ திலிருந்து ஒவ்‌ 
வொரு ர விற்கும்‌ நாம்‌ பெறுவது 





யடம்‌- 21 
நக -85- (சுருட்டை &),&8, 4- கக்8, (60) 
ரே 
இங்கு, க&8,$--0 ஆக, ஒ0. ர, 2 ...., ௩ எனபன வற்றிற்கு 


(60) என்னும்‌ எல்லாச சமனபாடூகளையுங்‌ கூட்டி, அயல்‌ வலைக்கண்களின்‌ 
அடுததுள எல்லைகளிலிருந்து சுற்றோட்டத்திறகு உதவும்‌ பங்குகள்‌ பூச்சீய 
மா௫ன்றன என்பதைக்‌ குறிப்பாக அறிந்து ௬-2 ௦௦ என்னும்‌ எல்லைக்கு 
மேறசெல்ல, முடிவு (59) பெறப்படும்‌. 
எடுத்துக்காட்டு, 
பரப்பு 8 ஆனது ஐ£- 37-21, ௨2 0 என்னும்‌ அரைக்‌ கோளமாகும்‌. & ஆனது 
(3. 2,) என்பனவற்றைத்‌ தன்கூறுகளாகவுள்ள காவி. ஒவ்வொரு பக்கத்தின்‌ பெறுமா 
னத்தையும்‌ நேர்முறைமாகக்‌ காணுதலால்‌ ஸ்ற்றோக்கன்‌ தேற்றத்தை வாய்ப்புப்‌ பார்க்க. 
(லணடன 58, 1944) 
கோள முனைவாள்கூறுகளை வழங்க, 
ற சைன்‌ 9 கோசை 44- சைன்சசைன ஜ்ர்‌-ட கோசை 0%. 
&- (9, ௨2) ஆதலால்‌, சுருடடை &- - (0-1 
(சுருட்டை&),-- -சைன்ரிகோசை ம்‌- சைன்‌ ரிசைன ர்‌ கோசை ॥. 


ஆகவே, | (சரட்டை &) ல்‌ 1. -சைன்‌ ரிகோசை ம்‌ 
-சைன்‌ 9 சைன்ம்‌- கோசை 0] சைன்‌ 0 408. 


ப 2] * சைன்‌ ॥கோசை 00 ஏ. 
6 


88 காவிப்‌ பகுப்புச்‌ சுருக்கம்‌ 
இனி, ஐ. £௦, 2-0 என்னும்‌ வட்டத்தின்‌ மீது 
%-(-ஈசைன்‌ நீர்‌-ச கோசை ஜீ) 04 
&.08-- -சைன்£ற்மற்‌ 


ம கம - | வண்த்கதய ௪. 
0 9 


இதனால்‌ அம்முடிபு சரியென அறிறோம்‌. ஸ்ற்றொகின்‌ தேற்றம்‌ கோட்டுத்‌ 
தொகையீடுகளிலிருந்து பரப்புத்‌ தொகையீடுகளுக்கும்‌ பரப்புத்‌ தொகை 
யீடுகளிலிருந்து கோட்டுத்‌ தொகையீடுகளுக்கும பயனபடூம்‌ உருமாற்றங்‌ 
களைத்‌ தரும்‌ ; அதற்குப்‌ பல பிரயோகங்கள உண்டு. 


4,9. செயலி ஏ 
ஓர்‌ எண்ணிப்‌ புள்ளிச்‌ சார்பு ற்‌ இன்‌ படி.தஇிறன்‌ டெக்காட்டாள்கூறுகளில்‌, 
௨.௦ 9 9 
படி ச பக டய (0) 
என எழுதப்படலாமெனக்‌ கண்டோம்‌ ; இங்கு, $, 1, % என்பன 


முறையே மூன்றச்சுக்களின வழியேயும்‌ எடுக்கபபடும்‌ அலகுக்‌ காவிகள்‌. 
செயலி 


0 0 9 
1 ஜரா (62) 
என்பதை புகுத்துதல்‌. 
இது “நபிளா” செயலி என்றாதல்‌ * தெல்‌” செயலி என்றாதல்‌ 
கூறபபடும்‌. 


ுூ என்னுஞ்‌ செயலி பற்றி 


படி தீலஏழ்‌ (௮) 
செயலி ஏ ஐப்‌ புகுத்துதல காவி நுண்கணிதத்தின்‌ சில நியதியான 
சமன்பாடுகளை எழுதுதற்கு ஒரு சுருக்க வழியைத்‌ தரும்‌. ஏ என்பது 
ஒரு ன டட ட இட கம அது வகையிடுதற்குரியதென்பதன்‌ 
காரணம்‌ அது 55, ட்‌ ஆ எனபனவும்‌ அவறறின்‌ சேர்க்கைகளும்‌ 
போனற வுகையீட்டுச்‌ செயலிகளைக கொண்‌ 


டிருப்பதே ; அது காலியாய்‌ 
இ 


முத்தற்குக்‌ காரணம அது ர, 1, & இல்‌ ஒரு படிககுரியதாயிருத்தலே. 
இக்குறிமீட்டில்‌, 


9 9 
நிக வுடல்‌ 


-(்‌.ல்‌. (64) 
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0 0 0 ள்‌ 
இனி, பட த): 4௮14) 


942. 94) 094, 
டப அழ 
றே! 





ஊலிரி &. 
ஏக (14 ம மர்‌ 14-14, 14) 
34 இல 81 ஆ ௧) *( தட்ர்கிட 4, 


_॥ 042 04, 942 04 ௩ 9.4, 042 
டு )-? ௫ ள்‌ றெ 


சுருட்டை &. 





எனின, காவி நுண்கணிதத்தில்‌ விசேடமாய்க்‌ கற்கப்பட்ட கணியங்கள்‌ 
மூன்றும்‌ (அவையாவன படி ம்‌, விரி &, சுருட்டை & என்பன) 
செயலி ஏ பற்றி 
படி ஜீ 
விரி &-$.& (65) 
சுருட்டை &--17)% & 


என்னுந்‌ தொடர்புகளாலே எளிதாக உணர்த்தப்படும்‌. ூ எனனுங்‌ 
குறியீடு காலியட்சர கணிதத்தின்‌ விதிகளுக்கேற்ப எனைய சார்புகளோடு 
சேர்த்து வழங்கப்படலாம்‌ ; அது பொருள்‌ கொடுக்கப்படக்கூடிய அளவிற்‌ 
புதுக்‌ கோவைகளைத்‌ தரும்‌. இவ்வாறு 7 ஐயும்‌ & யையுஞ்‌ சேர்க்க 
726& யிற்கு ஒரு பொருள்‌ உண்டு ; ஆனால்‌ & 657 ஆனது தனனளவில்‌ 
நிற்குமிடத்து அதற்குப்‌ பொருள்‌ இல்லை ; அதற்குக்‌ காரணம்‌ செய்‌ 
முதலோடூ சேர்ந்திருக்குமிடத்து மாத்திரம்‌ அது பொருள்‌ கொள்ளுஞ்‌ 
செயலியாயிருக்கும்‌ என்பதே. இதனை மனத்தில்‌ வைத்துக்‌ கொண்டு 
காலி நுண்கணிதத்தின்‌ சிக்கலான கோவைகளச்‌ சுருக்குதற்கு ஏ என்னுங்‌ 
குறியீடு பெருநயம்பட வழங்கப்படலாம்‌. 

உதாரணமாக, 


சுருட்டை (படி 2-0 (06) 


என்னுந்‌ தொடர்பை எடுத்து நோக்குக. இது &.7 இன்‌ எடுத்துக்காட்டு 
1 இற்‌ காட்டப்பட்டது. இதனைக்‌ குறியீடு பற்றி ஏ% (ஏல்‌) என நாம 
எழுதினால்‌, இது மறையும்‌ என்பது மறைவதான ஏ உள்ளமை 
கொண்டு அனுமானிக்கப்படலாம்‌. அதுபோல, விரி (சுருட்டை &) ஐ 
எடுத்துச்‌ சிந்திக்க. இது ஏூ.(7% 4) --0 என எழுதப்படலாம்‌. அதற்குக 
.” 7 ஆனது மும்மைப்‌ பெருக்கத்தில்‌ இரு முறை வருின்றமையே 
எனின்‌, 


விரி (சுருட்டை 0, (64) 


00 காவிப்‌ பகுப்புச்‌ சுருக்கம்‌ 


ஏ ஐப்‌ பயனபடுத்திப்‌ பின்வரும்‌ முடிபுகளை நாம்‌ நிறுவலாம்‌ : 


விரி (தக) ஜீ விரி &-- (படி ஜி.& (08) 
சுருட்டை ஜீ&- ற்‌ சுருட்டை &-- (படி. ஜி) %.& (69) 
விரி (&,6ந)-ந.சுருட்டை &- &. சுருட்டை ந. (70) 
4.10. லப்பிளாஸ்‌ செயலி 
செயலி த பத்தாத 
ல ரா 


ஆனது லப்பினாஸ்‌ செயலி எனப்படூம; அது ஏ என எழுதப்பட்டு 
* தெல்‌ வர்ககம்‌ ” எனக்‌ கூறபபடூம்‌ ; அது பெளதிகலியலின்‌ பல்வே று 
களைகளிற்‌ பல முறையும்‌ வரும. 
விரி (படி ஐ) 3. (ஏறி) ற்‌. 
ூ& இற்கு ஒரு பொருளையும்‌ நாம்‌ கொடுததல்‌ கூடும்‌. 
ஏக ரு (மறி அழப42) 
௫49 (7.4) 1-1 (140 (72) 
உதாரணமாக, சுருட்டை (சுருட்டை &) ஐச்‌ சுருக்கும்போது நாம்‌ பெறுவது 
97% (72% 4)-ூ௫.4)-ஏு£க. 


அதாவது 
சுருட்டை (சுருட்டை த) -படி விரி &-ஏ£&, (78) 
லபபிளால்‌ சமனபாடு 
ஏர-0 (74) 
எனபதும புவனசோலின சமனபாடு 
ஏற்‌ - 470 (75) 


எனபதும்‌ பெளதிகலியலின பல இளைகளில்‌ வரும்‌ இரண்டு மிகப்‌ 
பிரதானமான வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடூகள, 


&11,  நிமிர்கோண வளைகோட்டாள்‌ கூறுகள்‌ 


ல்‌ த (௨, 19, 84), ழு (௨ 882) 8, 2-8 (ட 142) 5) ஆயும்‌ சழக மாறிலி, 
1, மாறிலி, உ மாறிலி எனனும்‌ பரப்புக்கள்‌ ஒனறுக்கொன்று செங்‌ 
குத்தாயும்‌ இருக்குமிடதது ம, ஷூ, ஷ என்னும்‌ பரமானங்களை நாம்‌ பல 
முறையும்‌ வழஙகல நேரும, 


கோட்டு மூலகம 08 இன்‌ வாக$ூயமாஇய 02 ஐ நாம்‌ கணிக்கும்போது 
நாம்‌ பெறுவது 
யய்மடு மரபு ம 


எக்மீமேம்‌ கம பட்டது 06) 
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இங்கு, &டூ நீழ % என்பன ௨, 8) 46 என்பனவற்றின்‌ சார்புகளாய்‌ 
இருக்கலாம்‌. 

இவ்வாள்கூறுகளில்‌ படித்திறன்‌, விரிகை, சுரூட்டை என்பனவற்றைக்‌ 
காண்பதற்குப்‌ படம்‌ 28 இற்‌ காட்டிய இணைகரப்பரவையை எடுத்து 
நோக்குக, 

& ஆனது ஐ, ஷூ ட என்பன கூடுதலுறும்‌ மூன்று திசைகளிலும்‌ 
கய &ஐ 4ீடி என்னுங்‌ கூறுகளோடு கூடிய ஒரு காலிப்புலம்‌, 





யடம்‌ 22 


(சுருட்டை &)) உம்‌ (௬ரூடடை &) ௨ம்‌ சக்கரவிடமாற்றாற்‌ பெறப்பட 
அவறறோடுூ கூடப்‌ பின்வருவன காட்டப்படலாம்‌. 


படித்க(ம ந 12 1 2) ்‌ 


1 பெட்‌ சீட டி %9 60 
ப ட வ ட வ 44 உ ௮ 78 
விரி க கக ( 2 பவா ரய கட 2-9 ( 2 கட (78) 


9 (9 9 
(ருடைய ப (லட டட சிலு. (79) 


8 ரசி கட்ட (க தி. 9 (நந த்‌ 
பதகத ராவு [2 ந்‌, 4 (அ ௨)-௭( 4 | (0 








0௦ காவிப்‌ பகும்புச்‌ ௬ருக்கம்‌ 


சிறப்பாக, ஈ, 0, ழ்‌ எனனுங்‌ கோள ருனைவான்கூ, களில்‌, 
02 08- (ர40)2-(* சைன்‌ 0 0ம்‌) ஆதலால்‌, 
நாம்‌ கர, ஷு, ழ்‌ 
1, ந்த எச 5-௪ சைன்‌ 0. 
என எடுத்துக்‌ கோள முனைவாள்கூறுகளில்‌ படி ஜ்‌, விரி &, சுருட்டை &, 
ர்‌ என்பனவற்றைப்‌ பெறுவதற்கு (77), (78), (79), (80) என்பனவற்றிற்‌ 
பிரதிமிடுவோம்‌. 
0) ழ்‌, £ என்னும்‌ உருளை முனைவாள்கூறுகளுக்கு 
- 02 4 2யழ்‌?-- 025, 
பத ண்‌ ழ்‌, 1) 
க்கம்‌, கற, நர்‌, 


பமிற்சி 117 
்‌. 6) களனி (38 - இர்‌ (5 -ஐ% ஆயும 0 எனபது (0, 0, 0) எனனும 
புளளியிலிருநது (1, 8, 2) எனனும புளளி வரைக்குமுளள 
8-4 6425] 4 648)% 

எனனும்‌ வளையியாயும்‌ இருககுமிடததும்‌, 

(44) கணிகர்‌ ஆயும்‌ 0 எனபது 7-0 என்பதற்கு உரிய புள்ளியிலிருந்து 8-9ஈ 
எனனும்‌ புள்ளிக்குமுள்ள 

7: கோசை 81-- சைன்‌ 41 -- 13% 

எனனும்‌ வளையியின்‌ பகுதியாயும்‌ இருககுமிடத்தும்‌, 

(68) &- (௨5 - ந்‌ ஆயும 


0 எனபது (1, 0, 0) என்னும்‌ புள்ளியிலிருதத ( -1, 0, 0) என்னும்‌ புள்ளி வரைச்குமுளள்‌ 
1 252-2௬0 
என்னும்‌ அரைவட்டமாயும இருககுமிடததும்‌, 


] இலி 
0 


எனனும்‌ எண்‌ கோட்டத்‌ தொகையீடடின்‌ பெறுமானததைக்‌ கணிக்க. 
2. பினவரும்‌ வகைகளில, வளையி 0 யைச சுற்றி & மின சுற்றோட்டததைக்‌ காண்க, 

(8) கஜ; 0 எனபது ஐ]. 32-07, 20 என்னும வட்டம்‌, 

(68) &-ழ்‌2ி4௨%; 0 என்பது ௭5-31, 2-0 எனனும்‌ வட்டம்‌ 


(1.௦௯. 8. 1944] 


(84) &- சீ சைன 3914-௪2 கோசை 4]; 0 என்பது, (0, 0), (1,0) (,ஈ/த)) (0, ஈ/2) 
என்னும உசசிகளையுடைய செவவகம்‌. 


வக்‌ (4) & எனபது ஒரு மாருக்‌ காலியாயும்‌ (௪, , ஐ ஆயும்‌, ௪] ஆயும்‌ இருக்கு 
(படத்து படி (௨0), லிரி (7) எனபனவறறின்‌ பெறுமானங்களைக்‌ கணிக்க. 
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(89) நிலை ம(0) உள்ள ஜா ஒனறிப்‌ பெறுமான எண்ணிச்‌ சாரபும்‌ 

கபடி 

ஆகுமாறுள்ள &() எனனும ஒரு காலிச்‌ சார்புந்‌ தரபபட்டால்‌, யாதுமொரு மூடிய 
வளையியைச்‌ சுற்றியெடுககபபடும்‌ 

$ கனா 
என்னுந்‌ தொகையீடு பூச்சியமாகுமெனக காட்டுக, 

(888) எல்லா மூடிய வளைமிகஞககும்‌ $ 8.02 மறையுமாறு (1) என்னும்‌ ஒரு காலிச 
சார்பு உணடெனின்‌, 2(₹) எனபதைச படி.ததிறனாய்ச்‌ கொண்ட ஓா ஒன்றிப்‌ பெறுமானவெண்‌ 
ணிசசார்பு உண்டெனக காட்டுக. 

&. £ எனபது (ஐ, 9, 2) எனனும நிலைககாலி ; & என்பது ஒரு மாறாக்காவி ; 9 என்பது 
*-7 (௨1) எனபதால வரையறுககப்படும்‌. 

விறி 9-4 (8.0) என்றும, 
சுருடடை $--8&%7 என்றுங்‌ காட்டுக, 

ந, ம்‌ எனபது ஒர்‌ எணணிப புலமாயிருககுமிடதது 1-- - படி 6 எனனும வடிவத்தில 
உணாததத்தகக ஒரு காலிபபுலம ம இறகு வேணடிய, போதிய நிபந்தனை ஒன்றைக்‌ கூறி 
நிறுவுக. பின்வரும்‌ காலிபபுலஙகள இவ்வடிவத்தில்‌ உணாத்தபபடல கூடுமாவெனத்‌ துணிக. 

(6) (8௮ (9) (௨௮)8 (271௮ (824 றர] 
(1 08-௨0] 
இங்கு & ஆனது பூச்சியமலலாத தரு மாறாக காலி. ஏற்ற வகைகளில்‌ தகக எண்ணிப்புலங்கள்‌ 
ம்‌. ஐக காண்க. 
[ஹேல்‌, உ, 78, 1956] 

6. ந ஆனது ஒரு விசைபபுலகதில இடப்பட்ட ஒரு துணிக்கையின்‌ மீதுள்ள விசை. 
அபபுலம்‌ காபபுள்ளதெனின்‌, அததுணிக்கையைத தநத இர புள்ளியிலிருந்து தந்த 
வேறொரு புள்ளிக்கு இயக்குவஇிற்‌ செய்யப்படும்‌ வேலை அது செலலும்‌ வழியைச்‌ சாராதெனின்‌, 
சுருட்டை 8-0 எனச்‌ காட்டுக, $ ஆனது ஒரு மாறாக காவியாயும்‌ £ ஆனது ஆரைக்‌ காலியாயும்‌ 


இருககுமிடதது 
(8) 1 கட (8) 1-% (0) 


ர்‌ 
ஆஞும்போறு இந்திபந்தனை இருபதிபபடுமாவென த துணிக. 
[கேடம்‌, 31, 8. 1965] 


1. மு &ீல( தேற, நேது ஐ - சே) அகுமபொழுதும்‌ [ஸஷேம்‌,த, 3. 5, 19477 
(8) &--%7 (7) ஆகும்பொழுதும்‌ 
(8) காரி) ஆகும்பொழுதும்‌ [ஸேஸ்‌, 39, 8, 1957] 


& ஒரு படித்திறன காலியா என்று பரிசீலிக்க, 
க 
8. (6) 7-மாநிலி (6) 7-௫ 


எனனும புலஙகள அழுத்தப புலலகளெனக்‌ காட்டுக. 


(௦) நியூறற்னீரப்பு (6) மினனிலையியல (6) நீரியக்கலியல்‌ எனபனவறறிலுள்ள இப்புல 
வகையொவவொனறிற்கும அப்புலஙகளை லிவரிததும்‌ அழுதத௪ சராபுகளைத்‌ தததும்‌ பெளதிக 
உதாரணங்கள தர. ்‌ 


க்‌ 
% எனனும அலகுக்‌ காலி மாறிலியாயாருகக, 


க்‌ கடக்‌ சீட 
ரம 1135 


94 காவிப்‌ பகுப்புச்‌ சுருக்கம்‌ 


எனபதாலே ஒரு காவிபபுலம தரபபட்டால்‌, அப்புலம்‌ வரையறுககபபடும புள்ளிகளில்‌ ஒர்‌ 


க்‌ க்‌ 
அழுத்தப்‌ புலமாகாதெனறும்‌, % 1-0 எனனுங்‌ கோட்டால்‌ எலலையுறும்‌ யாதுமோ 
அரைத்‌ தளத்தின புளளிகள எலலாவறறையும்‌ விலககுதலாற பெறப்படம பிரதேசத்தில்‌ 
அது ா அழுத்தப்‌ புலமாகுமென்றும்‌ திறுவுக. 

1௯௨. 0, 77. 1957 
்‌ ம 8, ட சுருட்டை 8 68 

எனனும்‌ ஸ்ற௦றாககன தேறறததை' நிறுவுக ; இங்கு, குறியீடுகள தம வழக்கமான 
பொருளையுடையன ; அபபொருளகள்‌ கூறபபடல வேண்டும்‌. 

நம -கர-42% ஆயும்‌, பரபபு 2842-24 (620) 


எனனும அரைககோளமாயும இருககுமபொழுது தொகையீடுகளைக கணித்தலால ௮ 
தேறற்த்தை உதாரணமூலம விளககுக. 


இரணடு முடிவிலலாத ஓரசசுவடடவுருளைஃகளுககடைமிலுளள பிரதேசம்‌ முழுவதிலும்‌ சுருட்டை 
ஆனது மறைநதால, இபபிரதேசததிறகுள முறறாய்க ஈடைக்கும மூடிய வளையிகளைச்சுநறி 
ரீ இன சுறறோடடத்தைப பறறி என்ன உயததறியப்படலாம? 


(0ம்‌, 31, 8, 1956] 
30. பினவரும்‌ முடிபுகளைத தாபிகக : 
சுருடடை$ &-ம்‌ சுருட்டை &--படிர% 
சுருட்டை (&%8)-& லிரி8-நலரி&-(.படி) &- (க. படி) ந, 
& ஆனது ஒரு மாறாக காலியாயும, £-(2, 3, 2) என்பது ஒரு புள்ளியின நிலைக்‌ காவியாயும, 


*-[₹| ஆயும இருககுமிடதது, 
ர கா 
சுருட்டை ட 


என்பதன பெறுமானததைகச்‌ கணிகக. 
11. (6) பின்வரும்‌ 8றீனின தேற்றத்தை நிறுவுக, 


00 00ம 
ரத்‌ மேச: |1(8- 2௨-௧௨) 8. 


இங்கு 4, ௩, ௩ எனபன, ஒரு மூடிய பரப்பு 8 மீதுளள தரு புள்ளியிலான வெளிநோக$ய 
செவவனின திசைக்‌ கோசைனகள. 


(86) 8 எனபது ௨ ஆரை உடைய ஒரு கோளமாமின பினவருவனவற்றைக காடடக. 


() || ௩ம8-0 (0) || "4-4 


(88) சமபந்தபபடட குறியீடுகளின கருத்தை லிளக$, பின்வரும தேற்றதஇன்‌ நிறுவலைக 
குறித்துக்‌ காடடுக. 


| வக்கரல] ௩௦௮ 


கோளம ஐ$3.3122-2௧3 எனபதன புரப்புமீது எடுக்கப்படும பின்வரும தொகையீடடின 
பெறுமானத்தைக காண்க. 
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][னவ- சக 


- ர்னோம்‌,£.. 5, 1942] 


38. ந(, 3, 8) எனபது தநத தர்‌ உற்பத்தி ட பறறி ஒரு புள்ளியின்‌ நிலைச்காலி. 
17 எனபது 2-1 2 எனனுந தளததால வெடடப்பட்ட ஐ£-- 3/3). 68 எனனுங கோளத்தின்‌ 
சிறு பகுதியின கனவளவு. எல்லையுறும்‌ பரபபைப்‌ 8 ஆற்‌ குறிதது, இரு பககங்களையும்‌ 


நோமூறைத்‌ தொகையிடலால்‌ 
| ணகர | ட] 
ர 4 
[0ஊந்‌. 2. 37. 5. 19467 


18. & ஆரையையுடைம 5 எனனும பரபபை உடைய ஒருகோளம்‌ ஈாப்புளள சடபபொருளின்‌ 
ஒரு ரான பரமபலைக கொண்டுளளது ; 84 இன உளளும புறமும உளள ஒவவொரு 
புளளியிலுமுள்ள ஈாபபழுத்தம 8 இன மையமபற்றி அப்புளளியின நிலைககாலியின - (7/5) 
முறையாகும ; இஙகு, ஏ எனபது ஒரு மாறிலி. 8 இறகு வெளியில அபபுலததின பாயத்தை 
(9) டி மீது பரபபுத தொகசையமீடாகவும (%) 8 இறகு உடபகக முழுவதிலும்‌ ஒறு 
கனவளவுத தொகையீடாகவும்‌ கணிக்க ; இரண்டு விடைகளும்‌ சமமோ என வாய்ப்புப்‌ பாகு. 

[லேஸ்‌. 9. 5. 1948] 

14. ஒரு பரபபுத தொகையீட்டையும்‌ கனவளவு, த தொகையீடடையும தொடாபுபடுத்தும்‌ 
லிரிகைத தேறறததைக கூறுக. 2உ.௨ம% உம முறையே ஒர்‌ இயஙகும திரவத்திலுள்ள ஒறு 
புள்ளிமிலான அடாத்தியும்‌ வேகமும்‌ ஆயின, விரி (2) --92/98--0 எனறு காட்டி 
அததேறறத்தின பிரயோகத்தை விளககுக. உறபத்திமில மையமும ஆரை 8 உம கொண்ட 
ஒரு கோளத்தின்‌ பரபபைப பரப்பாக எடுத.து, பினவரும காலிகளுககுப பரப்புத தொகையீடும்‌ 
கனவளவுத தொகையமீடும்‌ சமமோ எனப்‌ பார்க்க. 

(8) ழா, இஙகு £ ஆரைக காலி ; ம ஒரு மாறிலி 
(8) படி ஜ்‌, இஙகுத்‌-ஐ* 1 ந*324 [ஹேஸ்‌, 3, 8. 1954] 

15. (8) விரி (ம்‌ படி மு) 27/50 படி ம்‌. படி ட்‌ 
எனக்‌ காட்டுக. 

இதனைக்கொண்டோ பிறிதொரு முறையாவோ, ஐா எளிய மூடிய பரபபு 6 இன மீதாயினும்‌ 
உளளேயாயினும *736-0 எனின, 


எனபதை வாய்பபுப்‌ பார்க்க. 


| படிக்‌. நம920 


எனக காடடுக ; இஙகு, தொகையீடு பரப்பு 8 இன மீது எடுககபபடும ; ௩ ஆனது பரப்புமூலீகம்‌ 
38 இறகு வெளிமுசச செவ்வனின தஇிசையைச சுட்டும்‌ ஜா அலகுக காவி. 
(8) விரி 6). சுருட்டை 4 - று. சுருட்டை ர 
எனக காட்டுக, 
[ஸேம்‌. 7.1. 5, 1047] 

16. *, 7 எனபன புளனிச சராபுகளெனின்‌, 7 இன ஒரு மடடமான பரபுபிற்குச்‌ 

செவ்வனாயும தொடலியாயுமுளள ரி இன கூறுகள 
(௮57 ௩7% 03 
(மு ன (5 


எனபன என நிறுவுக. 


[0ஷல்‌. 2, நர, 1951] 


06 காவிப்‌ பகுப்புச்‌ சுருக்கம்‌ 


47. நிலைபற்றி ஒரு காலிசசா£பு 34 ஆனது பினவருமாறு வரையறுக்கப்படும : 
8 சுருடடை &, த மட ர; 


இங்கு, * ஆனது ஒரு நிலையான நேர்கோடடிலிருநது எடூககபபடம தூரம்‌ ; % ஆனது ௮க்‌ 


கோடடூககு௪ சமாநதரமான ஒரு நிலையான காவி. இக்கோட்டில்‌ இலலாத யாதுமொரு 
_ புளளியில்‌ 


லிரி 8-0 எனறும, சுருட்டை 8-0 எனறும நிறுவுக. 
(கோ, 24, 8. 196] 
18 (9) சுருட்டை (7) 0-0 
என நிறுவுக, 
லிரி (ரீ 1)--0 எனின, (5) எனனுஞ சார்பின வடிவத்தைக காணக. 


(24) 58 ஆனது ஜா எளிய மூடிய பரபபரயும, £ ஆனது 0 என்றும்‌ ஓ உறபத்திபதறி 
_ அதன பரபபின யாதுமொரு புளளி 2 மின நிலைக காலியாயும்‌ இருந்தால 


| (அ) ம8-$(4-9-0) 
வி 


எனக காடருக ; இங்கு, 8 ஆனது ச யில்‌ வெளிமுகச்‌ செவவன வழியே உளள அலகுககாலி ; 


அ, கி, 0 எனபன 8 ஆல எலலையுறற அலகடாததித்‌ ,திண்மம ஒனறின 0 இல்‌ எடுக்கபபடுஞ்‌ 
சடததுவத்‌ தலைமைத திருபபஙகள 


(0௯0. 6,141. 1969) 


19 நிறுவலைத தராது லறறோகனை தேறறததையும விரித தேறறத்தையும்‌ (கவுசின 
கொகையீடடுத தேறறம) கூறுக. 


&- சுருட்டை நீ ஆயும, ந சுருடடை 0 ஆயும்‌ இருகக, 0 எனபது தரு தகக காலிப புல 
மெனின்‌, 


| எ௰ய | மவ] 0,&09 
ற ட. 3 


எனக காடே; இஙகு, உ ஆனது ஒருகனவளவு உ ஐ அடைககும ஒரு பரப்பு பி இற்கு 
வெளிமுகச செவவன 
மி எனபன தகக எணனிப புலமுங காவிப புலமுமாயின, 


சுருடடை (8), 8. ம சுருபடை ந 
என நிறுவுக. 


இதனைககொண்டோ பிறிதொரு மூறையாலோ 


| 8 சுருடடை 304 | கி, - | (23 ஐய 
௮ 0 ௮ 


எனக காட்டுக ; இங்கு, ற, 


ஆனது மூடிய வளைமி 0 ஐ எல்லையாகவுளன ஒரு பரப்பு 2) இறகு 
வெளிமுகச செவவன 


8 ம எனப பிரதியிடலாலோ வேறொரு முறையாலோ 


| 807.0 -] 07.06 
௦ ௦ 


எனக காட்டுக ; இஙகு, ம ஆனது வேறோ எண்ணிப பலம 


[1.08, 0. 17, 1960] 


அதிகாரம்‌ 5 
சல பிரஸயோகங்கள்‌ 
5.1. விசைத்தொகுதிகளின்‌ சமானத்தன்மை 
இரணடூ விசைத்‌ தொகுதிகள்‌ ஒரு விறைப்பான பொருளின்‌ மீது 


தனித்தனி தாக்குமிடத்து ஒவ்வொரு சந்தர்ப்பத்திலும்‌ ஒரே இயக்கத்தை 
ஆக்குமெனின்‌, அவ்லிரு விசைத்‌ தொகுதிகளுஞ்‌ சமானமானவை 


எனப்படும்‌. ந), ந... என்னும்‌ நிலைக்‌ காவிகளையுடைய 
புள்ளிகளில்‌ முறையே ௫, ௫ூ.....,, என்னும விசைகளினாலே 
தாக்கப்படும்‌ ஒரு விறைப்பான பொருளின இயக்கச்‌ சமன்பாடு 

28, 

ந்‌ 2 ழ்‌ 26 றி, 


என்னும்‌ வடிவத்தில்‌ உணர்த்தப்படலாம்‌ ; இஙகு ற என்பது ஒரு நிலை 
யான உற்பத்தி 0 பற்றி எடுக்கப்படும்‌ அப்பொருளின நேர்கோட்டு உந்தம்‌. 
1 என்பது அதன கோண உந்தம்‌. 


ஆயின்‌, 
(அ) ரர; ... ரூ எனபனவற்றிலே தாககும்‌ 8, ந), ... ஆ. 
(ஆடர்‌) .... ர, என்பனவற்றிலே தாக்கும *, ந ...., ஈட. 
என்னும்‌ இரண்டு விசைத்‌ தொகுதிகளின்‌ சமானத்‌ தன்மை நிபந்தனைகள. 
98. 992. 
0 2௩௮ (1) 
நகம்‌ தர 
91 7% 
யு தடி சிற்று, (2) 


ட! ச்ம்‌ | 
இரு விசைத்‌ தொகுதிகளின்‌ சமானத்தன்மை நிபந்தனை வேறொரு 
வகையாகவும்‌ உணர்த்தப்படலாம்‌. ஒரு விசைத்‌ தொகுதியும்‌ மற்றை 
விசைத்‌ தொகுதியின புறமாற்றும்‌ சேர்ந்து ஒரு விறைப்பான பொருளிலே 
தாக்க அப்பொருளைச்‌ சமநிலையடையச்‌ செய்யும்‌ எனபதே அந்நிபந்தனை. 
சிறப்பு வகையாக, 
(௦) ஈ என்னும்‌ நிலைக காவியையுடைய 27 எனனும்‌ ஒரு புள்ளியிலே 
தாக்கும்‌ * எனனும்‌ ஒரு விசையையும்‌ 
(8) 1* என்னும்‌ நிலைக்‌ காலியையுடைய 2” என்னும்‌ ஒரு புள்ளியிலே: 
தாக்கும்‌ ரி என்னும்‌ ஒரு விசையையும 


எடூத்து நோக்குவோம்‌ ; இங்கு, 22” என்பது 11 இன்‌ இசையில்‌ உள்ளது. 
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இவ்லிரு விசைத தொகுதிகளின சமானத்தன்மை நிபந்தனைகளாகய 
(1), (2 என்பனவறறுள்‌ (1) ஆனது தானாகவே திருப்திப்படுதலையும்‌ 
(2) ஆனது 1%9.3ா')%7, அதாவது, (-1)%8-0 என்னுஞ்‌ சமன்‌ 


ன்‌ 
த்‌ 
படம்‌ க 


பாட்டைத்‌ தருதலையும்‌ £-ர' உம்‌ 1 ௨ம்‌ ஒரே திசையில்‌ இருப்பதால்‌ 
இச்சமனபாடு திருபதிபபடுதலையும்‌ நாம்‌ காண்டின்றோம்‌. இதனால்‌, 2 யில்‌ 
* உம்‌ 7 இல 1 உம சமானமானவை எனக்‌ காண்டன்றோம்‌. 
இது ஒரு விசையின ஊட௫ுகடத்தப்படு தனமைத்‌ தத்துவமாகும்‌. அதாவது, 
ஒரு நோகோடடிலே தாக்கும 1 என்னும்‌ ஒரு விசை அக்கோட்டில்‌ 
யாதுமொரு புளளியிலே தாககுவதாகக்‌ கொள்ளபபடலாம்‌. 


ரி, *,) எனனும்‌ இரணடு விசைகள்‌ ஒன்றையொன்று வெட்டுங்‌ கோடு 
களின வழியே தாகூனால்‌, அவை அவ்வெடடுப புள்ளியிலே தாக்கும்‌ 
ஏ, ந, என்னும்‌ லிசைக்முச்‌ சமானமானவை, ஆயின்‌, ஒன்றையொன்று 
வெட்டும இரண்டு விசைகளின விளையுள விசையிணைகரத்தாலே தரப 
படுதலைக காணனைரோம்‌. 


தொகுதிச சமானத்தனமை நிபநதனைகளாகய (1), (2) என்பவை 
பின்வருவனவற்றில்‌ (ஐ), (8) என்னுந்‌ தொகுஇகளாலே இருப்திப்‌ 
படுதலை வாய்ப்புப பார்ககலாம்‌ : 

(2), ௬ 
ட இல்‌ 7, உம. 

(6) 740 ஆமிருக்குமிடதது 

உப மீட்சிஸு 
சிட்டா 

என்னும்‌ புளளியிலே தாக்கும்‌, (,, 
நி, எனனும லிசை. 


எனபவை சமாந்தரமாயிருக்குமிடதது ஈ,, இல *, ௨ம்‌ 


ரீ” எனபனவறறிற்குச்‌ சமாந்தரமான) 


சமமும எதிருமலலாத இரணட சமாந்தரமான லிசைகளின்‌ விளையுள்‌ 
ஒரு மூனறாஞ்‌ சமாநதரமான விசையாகும்‌ என்பதை இது காட்டும்‌. 
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விளையுள்‌ விசையின்‌ தாக்கக்கோடு 1), ந) என்னும்‌ புள்ளிகளில்‌ முறையே 
வைக்கப்படும்‌ 11) 1) என்பனவற்றிற்கு வித சமமான தஇணிவுகளின்‌ 
மையப்போலிக்‌ கூடாகச்‌ செல்லும்‌. 
சமாந்தரமான கோடுகளின்‌ வழியே தாக்கும்‌ *, - ந என்னுஞ்‌ 
சமமும எதிருமான விசைகள்‌ ஒர்‌ இணைமை ஆககும்‌. ஓர்‌ இணையை 
ஆகூ நிற்கும்‌ விசைச்‌ சோடியின்‌ யாதுமொரு புளளி பற்றி எடுக்கபபடுந்‌ 
திருப்பம்‌ அத்திருப்பம்‌ எடுக்கப்படும்‌ புள்ளியைச்‌ சாராது என்பது அவ்வி 
ணையின்‌ உடைமையாகும்‌. &, ந என்பன முறையே ர, -* என்பன 
வறறின்‌ பிரயோகப்‌ புள்ளிகளின நிலைக்‌ காலிகளெனின, தன்‌.நிலைக்காவி 
உ ஆயுள்ள 2 என்னும்‌ யாதுமொரு புள்ளி பற்றி எடூக்கப்படுங்‌ காவித்‌ 
_இருப்பம்‌ 
0-(8-ற)%8---ற)% (-௫) 
(8-0), 





படம்‌ 1% 


இது 6 ஆனது ற ஐச்‌ சாராதெனக்‌ காட்டும்‌. 6 இன்‌ திசை அவ்‌ 
விசைகளின்‌ தளத்திற்குச்‌ செவ்வன்‌ ; அதன பருமன்‌ 
| ௫. 48. சைன 9-3]. 
6 என்பது அவ்விணையின திருப்பம்‌ எனப்படும்‌. 


௦, 6: எனனுந்‌ திருப்பங்களையடைய இரண்டு இணைகளுள்‌ ஒன்று 
சமாந்தரக்‌ கோட்டுத்‌ தொகுதி ஒன்றின்‌ வழியே தாக்கும்‌ *, -8 என்‌ 
னும்‌ விசைகளால்‌ ஆக்கபபட்டும்‌ மற்றையது சமாத்தரக கோட்டுத்‌ தொகுதி 
வேறொன்றின வழியே தாக்கும்‌ ,-*' என்னும்‌ விசைகளால்‌ ஆக்கப்‌ 
பட்டுமிருக்க அவ்விணைகளின காலித்திருப்பஙகள்‌ சமமெனின்‌, அதாவது, 
8-0: எனின்‌, அவ்விணைகள்‌ சமானமானவை. 6, 6' என்பன தரே 
இசையுடையவையாதலால்‌, இரண்டு விசைத்‌ தொகுதிகளும்‌ ஒரே தளத்தி 
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லாதல சமாந்தர தளததிலாதல்‌ கிடக்கும்‌. ஒவ்வொரு விசைச்‌ சோடியின்‌ 
பருமன்களுந்‌ தூரமும்‌ ்‌ 
| 28-௪8-1601 


ஆகுமாறு இருக்கும்‌. ஓர்‌ இணையை அதன்‌ காலித்திருப்பததாற்‌ 
குறித்துக்‌ கூறல்‌ போதியதாகும்‌ ; அதனை ஆக்குஞ்‌ சிறப்பு விசைச்‌ சோடி 
யைச்‌ சுட்டிக்‌ காட்ட வேணடியதில்லை. 

, 6' என்னுந்‌ இருப்பககளையுடைய இரண்டு இணைகளின்‌ கூட்டுத்‌ 
தொகை 66' என்னுந திருப்பததையுடைய ஒரு தனி இணை. விளையுள்‌ 
இணையின்‌ திருப்பம்‌ அவ்விரு இணைகளின்‌ திருப்பங்களின்‌ காலிக்‌ கூட்டுத்‌ 
தொகையாகும்‌. 


இனி, தந்த ஒரு கோடு 1 இன்‌ வழியே தாக்கும்‌ தரு விசையானது 
தக்க ஓர்‌ இணையைப புகுத்துதலால்‌, தந்த ஒரு புள்ளி 9 இலே தாக்குமாறு 
தனக்குச்‌ சமாநதரமாய்‌ இடமாற்றப்படலாம்‌ என்னுந்‌ தேற்றத்தை நிறுவு 
வோம்‌, 


படத்திற்‌ காட்டியவாறு 7, - என்னும்‌ இரண்டு சமமும்‌ எதிருமான 


விசைகளை 0 விற புகுததுக. இவ்விசைகள ஒனறையொன்று சமநிலைப்‌ 
படுத்தும்‌ ; அத்தொகுதியை மாற்று. 1 இன்‌ வழியே தாக்கும்‌ 4 
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என்னுந்‌ தந்த விசையும்‌ 0 வில்‌ தாக்கும்‌ 
சமமும்‌ எதிருமானவை ; அவை சமாந்தரக்‌ கோ 
6 எனனும்‌ ஒர்‌ இணையை ஆக்கும்‌, 


-ச என்னும்‌ விசையும்‌ 
டுகளின்‌ வழியே தாக்கும்‌ ; 


பம தந்த தொகுதியானது 6 என்னும்‌ இணையோடு கூடிய 
விலே தாக்கும்‌ * என்னும விசைக்குச்‌ சமானமானது. 0 இன்‌ 
ட தந்தவிசை * இன்‌ 0 பற்றி எடூச்கப்படும்‌ திருப்பமாகும்‌, அதாவது 
76 ஆகும்‌ என்பது அறியப்படலாம்‌ ; இங்கு, ந ஆனது 4 இனமீது 
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ஒரு புளளி 4” யின 0 பறறிய நிலைக்‌ காலி. இணை 6 ஐப புகுத்துதலால, [ 
இன வழியே தாக்கும விசை 8 ஆனது தநத புளளி 0 விலே தாக்குமாறு 
தனககுச்‌ சமாந்தாமாய இடம்‌ பெயாக்கப்பட்டுளளது, 


5.2. புவன்சோவின்‌ மையவச்௬ 


டியி ட 4, எனனும புள்ளிகளிலே தாககும 8, ௬, ...., 7, 
எனனும்‌ விசைகளின ஒரு தொகுதியின பொது வகையை எடுத்துச்‌ 
சிந்தித்து அவலிசைகளை ஒர்‌ எளிய சமானமாயுளள தொகுதியாய்‌ ஒடகக 
நாடுவோம்‌. 

ஓர்‌ எதேசசைப புளளியானது உற்பத்தி 9 ஆகத தேரப்படும்‌, 0 பற்றிய 
சப மீத... 2) எனபனவற்றின நிலைககாலிகள ௩, நூ) ....ஆூ 
என்பனவாகுக. *) என்னும்‌ தவ்வொரு விசையும, /%௫, 9-1, 

ஃ... ௩. என்னுந்‌ திருப்மமுளள ஜா இணையைப்‌ புகுத்துதலால்‌ 
0 விற்‌ கூடாகத தாக்குமாறு தனககுச்‌ சமாநதரமாயப்‌ பெயர்க்கப்படலாம்‌. 
எனின, 09 விலுளள விசைகள்‌ 09 விலே தாககும ஒரு தனி விசை 
8௩ ஆகக்‌ கூட்டுப்படலாம ; அதுபோல, அவ்விணைகளும்‌ ஒரு தனி இணை 6 
ஆகக்‌ கூட்டுப்படலாம்‌ ; இங்கு, 

ந) நி... ௫ 
01%)... அர, 

இவ்வாறு அத்தொகுதி 0 விலே தாக்கும விசை 8 ஆயும்‌ ஜா இணை 

0 ஆயும்‌ ஒடுக்கப்படும்‌. 


வஹி 


ழ்‌ 


0 
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$ ஆனது அட....॥), எனனுந தநத காவிகளின காலிக கூட்டுக 
தொகை ; அது புளளி 09 உடன மாறாது. ஆனால்‌, இனா 7 ஆனது 
தநத விசைகளில 0 பற்றி எடககப்படுந்‌ திருப்பத்தின்‌ கூட்டுத்‌ தொகை 
யாயிருத்தலால தோநதெடுககபபட்ட புளளி 0 ஐச்‌ சாராது. 

%-௦0 ஆயும்‌ 6-0 ஆயும்‌ தோநதால, அவ்லிசைத்‌ தொகுதி சமநிலை 
யில இருக்கும்‌. 8-0 ஆயும 40 ஆயும இருந்தும்‌, அததொகுதி 
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இணை 6 யிற்குச்‌ சமானமாகும. 6-0 ஆயும்‌ 8440 ஆயும்‌ இருந்தால்‌, 
அத்தொகுதி 0 லிலுள்ள விசை ௩ இற்குச்‌ சமானமாகும்‌. 

௩, 0 எனபன மறையாவெனின்‌, பொதுவாக அவை தரே திசை 
நீளத்திறகு உளளவையாகா. அவறறிறடையிலுள்ள கோணம்‌ 9 ஆனது 
நி.0 
20. 

என்பதாலே தரப்படும்‌. எடுத்து நோக்கவேண்டி௰ ஒரு பிரச்சின 
யானது இத்தொருதியை இனனுஞ்‌ சஈுருக்கல்‌ முடியுமோ என்பதே. 
உதாரணமாக, அத்தொகுதி ஒரு புளளி 0' இலே தாக்குமாறு ஒடுக்கப்‌ 
படுமிடத்து, விளையுள இணை 0' ஆனது மறையும்‌ வண்ணம அப்புள்ளி 
0' ஐக காணல முடியுமா பினனா எடுத்துச்‌ சிந்திக்கபபடும்‌ ஒருகிறப்பு 
வகையைத தலிர இது பொதுவாக முடியாத காரியம்‌ எனபது 
காணப்படும 6, %' எனபன இரே திசையில்‌ இருக்குமாறு 60' ஓக்‌ 


கோசை 9-- 


காணலே அடுூததுச்‌ செய்யககூடிய சுருக்கம்‌. 00'-1 எனின, 8; 0: 
பற்றி எடுக்கபபடும அததொசுதியீன இருப்பம்‌ 6' ஆனது 6 இன்‌ 
திருப்பத்தையும்‌ 0 இல தாகும்‌ 8 இன்‌ 0' பறறி எடுக்கப்படுந்‌ திருப 
பத்தையுங்‌ கூட்ட வருங .” எனின, 

00 (-)%%, 


6, 8. எனபன ஒரே திசையில்‌ இருக்குமாறு 0' இருநதால்‌, யாதோ தர்‌ 
எண்‌ ஐ இறகு 


0-1%8-. (5) 
8. ஒடு எண்ணிப்‌ பெருக்கத்தை எடுக்க, 

6.80, 
எனின 2ெெ௯௬(0௮%௩. 


0, 8. எனபன ஐரே திசையையுடைய புள்ளிகள 0' இன்‌ நிலைக்காலி 
£ ஆனது 


-1)% உட்க (4) 


எனபதைத்‌ திருபதிப்படுத்தும. 


இவை ஒரு நேர்‌ கோடடின சமனபாடாகும்‌. 8. ஒடு காலிப பெருக்கத்தை 
எடுக்க, 


ந%0- 3. 1, 0, (5) 


என வரும்‌. 


8௯௦ 


8 (6) 


இல பிரயோகங்கள்‌ 103 


என்பது சமன்பாடுகள்‌ (5) ஐத்‌ இருப்திப்படுத்துதலைக்‌ காண்போம்‌ ; 
ஆகவே, அது அக்கோட்டின்‌ மீது ஒரு புள்ளியின்‌ நிலைக்காவியாகும்‌. 
(8) இன்‌ பொதுத்தீர்வு 
36 
1௮ 
இங்கு, 7, என்பது ஓர்‌ எதேச்சை எண்ணிப்‌ பரமானமாகும்‌. 

02, ௩ என்பன தரே திசையிலுள்ள புள்ளிகள்‌ 0' இன்‌ ஒரு கோடு 
1" ஐச்‌ சமன்பாடுகள்‌ (7) தரும்‌. இக்கோட்டின திசை % இன 
இசையோடு ஒனறாகும்‌. 0' ஆனது இக்கோட்டிற்‌ இடந்தால்‌, அவ்விசைத்‌ 
தொகுதி 7” இன வழியே தாககும ஒரு விசை & ஒடும்‌ அதே திசையில 
ற என்னுந்‌ திருப்பமுள்ள ஒர்‌ இணைக்குஞ்‌ சமானமானதாகும்‌. 
ஒரு கோட்டின்‌ வழியே தாக்கும்‌ ஒரு விசையையும்‌ அதே கோடுபற்றிய 
இணையையுங்கொண்ட அத்தகைத்‌ தொகுதி தன்று ஒரு முறுக்க எனப்‌ 
படும்‌. 7” என்னும்‌ அக்கோடு புவன்சோவின்‌ மையவச்்‌௬ எனப்படும்‌. 
அவ்விசைக்கு அவ்விணையின்‌ விதம அம்ம£றுக்கியின்‌ புரிமிடை எனப்படும்‌. 
மேலுள்ளதில்‌, புரியிடை ஐ--6.8/85. எண்ணிகளில்‌, 1- (2, 9, 8) ஆயும, 
உ-(2, 7, 2) ஆயும்‌, (2, 7, 17) ஆயும இருந்தால்‌, மையவச்சின 
சமன்பாடுகள்‌ 
நுடழதி2ர நம்பச்‌ 18- ஐ 
சா அது பட றம டத ப்டாட ப டட அதட்ட 

சன்டா 
 தடுரபுத 


௩. (7) 
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படத்தில்‌, இணை 6 ஆனது 6 கோசை 9, 0 சைன்‌ 9ி என்பனவாகப்‌ 
பிரிக்கப்பட்டூ்ள்ளது. இணை 2 சைன்‌ 9 இன்‌ விளைவு 0 விலுள்ள விசை 
ந ஐத்‌ தனக்குச்‌ சமாந்தரமாய்‌ சைன 9/8 எனனுந்‌ தூரத்திற்கூடாக 
இடம்‌ பெயர்த்து அதனால முறுக்கியின்‌ அச்சைத்‌ தருதலே. இணை 
0 கோசை 9 ஆனது முறுக்கயின்‌ அச்சுப்பற்றிய இணை ற இற்குச்‌ சமான 
மானது. 


ட காவிப்‌ பசுப்புச்‌ ௬ருக்கம்‌ 


மாற்றமிவிகள்‌ 

காவி % ஆனது 0 லின்‌ தேர்வைச்‌ சாராது. இனனும்‌ % இன்‌ பருமன்‌ 
0௨, தெ, 08 என்னும்‌ ஆள்கூற்றச்சுக்களின சிறப்புத்திசைகளின்‌ தேர்‌ 
வைச்‌ சாராது. எனின, 82-45. 17*- 8£ எனபது அவ்வச்சுக்கள்‌ பற்றிய 
ஒரு மாறறமிலி. 

இனி, 

6௬-0௦. 

எனபதைக்‌ காண்டேறோம்‌; எனின்‌, 0.78. 777..72 எனபதும்‌ 

அத்தொகுதியின்‌ ஒரு மாற்றமிலி. 
ந? 171)).22) ந, டம றத 

எனனும்‌ மாற்றமிலிகள்‌ இரண்டும்‌ அத்தொகுதியின்‌ உடைமைகள்‌ சல 
வறறை ஆராய்ந்து கூறுகையிற்‌ பயன்படும்‌. 

0. 8-0 ஆகுமாறு 6, 8 என்பன இருக்கும்வகையில்‌, 0 0 ஆகுமாறு 
6 ஐத்‌ தோந்தெடுததல முடியும; அப்பொழுது அத்தொகுதி ஒரு தனி 
லிசைக்குச்‌ சமானமாகும்‌; இவ்வகையில்‌ %, 0 எனபன செங்குத்தாகும்‌ ; 
௦ இன விளைவு லிசை 8 ஐத தனக்குச சமாந்தரமாகப்‌ பெயர்தத 
ளெயாகும, எனின, தாக்கக்‌ கோட்டுச சமனபாடுூ 

6-7%8-0, 

இது வடிவு (7) இலும்‌ உணர்த்‌ தப்படலாம்‌, 

ஒருதள விசைத்‌ தொகுதியொனறு 6.80 எனனும்‌ இவ்வுடைமை 
யைத்‌ தஇிருப்திப்படுததும்‌ அவ்விசைகளின்‌ தளத்தில்‌ 0, 09 என்னும்‌ 
அச்சுக்களையும்‌ அததளத்திறகுச்‌ செவ்வனாய்‌ 08 என்னும்‌ அச்சையும்‌ 
நாம்‌ எடுத்தால்‌, 

8-2 7,0,0-(0,0,6) 


£-- (2, $, 0) என்பதனோடு விளையுளின்‌ தாக்கக்‌ கோட்டின்‌ சமன்பாடு 


எடூத்துக்காட்டு 1. 7, 0 என்னும்‌ இரண்டூ விசைகள்‌ முறையே 
3-2 தான்‌ 0,240; 2 ஐ தான்‌ ஐ 


8-- -௦ என்னும்‌ நேர்கோடூகளின்‌ வழியே 
தாக்குன்றன. மையவச்?ின்‌ சமன்பாடுகளையும்‌ சமானமான முறுக்கியின்‌ புரிமிடையையும்‌ 
காண்க. 


26) என்பன பருமனில்‌ மாற மையவச்சு 


2009-2 தை கோ நட 
என்னும்‌ பரப்பிற்‌ உடக்குமெனக்‌ காட்டூக. 
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அக்கோடுகளின்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


2 / 2-6 2 ந 2-6 


வெய்ய டட ப ட்ட ட படபட 
0? 





கோசை ௨ சைன்‌ ௨. 
,7,2--, மு,,)0-21)68 
எனனும்‌ வடிவத்தில்‌ எழுதப்படலாம்‌. 


ச 


படம்‌ 5 


எனின, 
மடு கோசை ௨, 7-(2-9) சைன்‌ 6, ௪-0 
ர .மீசைனஈ-௦0சைன்‌ 6, 14--யிகோசை ௨-009 கோசை ௨, 7-6. 
சம 2727). 
22“: ஏட ட 2? 
_ சைன்‌ ௩ கோசை ௨(2--9)4-ஈசைன் ஈகோசை ஈ(2-09) 
(69) கோசை£6- (2-9)*சைன£௨ 
அ 2220 சைன்‌ 2௨ 
. ப) 0) ௨0 கோசை ஒட்‌ 
மையவச்சின்‌ சமன்பாடுகள்‌ 
(20) சைன்‌ ௨-2(2-09) சைன்‌ ௨ 
(2-6) கோசை ௦ 
ட ர ச டர 
-இசைன் ௨ 


அதம்‌ இலள்‌ அட்‌ வக்‌ 
ள்‌ 
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இவை 
ட்‌ (நட தானக தட்ழகோதா ௨-2 (தான்‌ ஈ-)- கோதா ௦), 
ு- 8. தான்‌ ௨ 
20 


௪ 
எனபனவாக ஐருங்கும்‌. 


(2£-9/8-:9) எனபதை நீகக நாம்‌ பெறுவது 
ச ்‌ 
2 (7) 2 (தான்‌ ௨--கோதாய) 


2 
அதாவது, 
(25-95) 2-0 கோ 95, 
எனின, மையவச்சு இபபரபபிற்‌ இடக்கும. 


எடு அனைத்‌ வயு. வட்‌ பெய படட 
எடுத்துக்காட்டு 2. விசைகள்‌ 0, 604, 42, 224, 0.5, மி0 என்பன ஒரு நான்முக 


48089 இன்‌ விளிம்புகளின்‌ வழியே தாக்குகன்றன. அவை ஒரு தனிவிசையாய்‌ ஒடுங்கு 
மெனின, 


ம (ம- 0, 
என*௩ காட்டுக. 


மி எனபதை உற்பததியாயும 4, 8, எனபனவற்றின்‌ நிலைககாவி 
களை முறையே &, ந, 6 என்பனவாயுங்‌ கொளக, 


எனின, விசைகள 


ஈ(6-%), 2(6-௦,90-ஐ, 1, (ம, 26. என்பனவாகும்‌, 


௦ 
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ஆயின்‌, 
ந-5௨(6-)--2 (௨-6) 0-8) --78-- ஸ்‌ 10 
(8-0 80-௨4 (6- 8-0) 6, 
வாரி, 
ு%௨(6-0)-6%8(-௦)--8%9 0-8) 
ு்‌%௦- 86% அற்‌. 
அத்தொகுதி ஒரு தனி லிசையாய்‌ ஒடுங்குதற்குரிய நிபந்தனை 6.௩0 
அதாவது 
[8-_-1)4௩டி-௨ஐ 8-(6-8% 518, ற, 610. 
ஆற்‌, ௦ என்பன ஒரே தளத்தில்‌ இல்லையாதலால, [&, ந, 01-40. 
அந்நிபத்தனை 
40 ம8-ட்ஞூ-0 
என்பதாய்‌ ஒடுங்கும்‌. 
இயக்கவியல்‌ 
5.3. வெளி-வளையி 


1 எனனும்‌ நிலைக்காவியையுடைய புளளி 7 யானது வெளியில்‌ 6 என்‌ 
னும்‌ ஒரு திருகிய வளையியிற கடகசின்றதென்றும, சிமி. எனனும்‌ 
வில்லின்‌ நீளம்‌ ௪ எனறுங்‌ கொளக ; இஙகு, 2% ஆனது 0 யின்‌ மீதுள்ள 
ஒரு நிலையான புள்ளி. 
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2. ஆனது 2 இற்கு அண்மையிலுள்ள ஒரு புள்ளியாகுமிடத்து, 
அவ்வளையிக்கு 2? இல்‌ வரையபபடூந்‌ தொடலி என்பது 2; ஆனது 7 ஐ 
அணுகவரும்‌ நாண 22) இன எல்லை என வரையறுககப்படும்‌. ச ஐக்‌ 
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குறித்து எடுக்கும்‌ வகையீடுகளைக்‌ றுகளாற்‌ குறிக்க 27” இலுள்ள தொடலி 
வழியே அலகுக்காவி 


நடக 
என அதிகாரம்‌ மூன்றிற்‌ காட்டப்பட்டுள்ளது. 

சீட ட எனபன 0 யில 7 மிற்கு அணமையிலுளள புள்ளிகளாயிருக்கு 
மிடத்து 22,2) என்னும ஒரு தளததை எடூத்துநோக்கு தலாலும்‌ 
சட. 4) எனபன 2 யை அணுக எல்லையை எடுப்பதாலும்‌ 2 மிலுள்ள 
கொஞ்சுதளம வரையறுக்கப்படும்‌. % ஆனது இத்தளத்திலுள்ள ஒரு 
புளளியின நிலைக்காவியெனின்‌, 

[8-ர, ர்‌, ர] 0, அல்லது [8-ர, ஐ ௱௱_ (9) 
அக்‌ கொஞ்சுதளம்‌ தானசன்‌ காலி 1 ஐயும்‌ அதன பெறுதக்‌ காவி 1: 
ஐயும்‌ கொண்டுள்ளது. 2 மில்‌ அவ்வளையிக்கு வரையப்படுஞ்‌ செவ்வன 
களுள, ௮க்‌ கொஞ்சு தளத்திற இடக்கும ஒரு செவ்வன்‌ உணடு. இது 
தலைமைச்‌ செவ்வன்‌ எனப்படும்‌ ; இதன்‌ வழியே உள்ள அலகுக்காவி 
1 ஆற்‌ குறிககபபடும. வகையிட 15-1 எனபது 730 என்பதைக்‌ 
திரும ; இது 1! ஆனது 1 இறகுச்‌ செங்குததென்றும்‌ அதுபற்றி 2 யில்‌ 
ஒரு செவவனின்‌ வழியே கடக்குமென்றுங்‌ காட்டுறது. அனறியும்‌ 1: 
ஆனது கொஞ்சு தளத்திற்‌ இடகனெறதெனக்‌ கண்டோம்‌. ஆமின்‌, 2” 
ஆனது 2? யில்‌ தலைமைச்‌ செவ்வனின வழியே உடைக்கும்‌. 6-1] ஆகு 
மிடதது 
நு (10) 
என எழுதுவோம்‌. 2 யிற்‌ கொஞ்சுதளத்திற்கு வரையப்படுஞ்‌ செவ்வன 
2 மிலள்ள இருமைச செல்வன எனபைபடும்‌. அதன்‌ வழியே உள்ள 
அலகுககாவி 8 எனபதாற்‌ குறிககப்படம்‌. ந இறகு றா என்பதன்‌ 
இசையே உணடு, 

1, ரி), ந எனபன காவிகளின்‌ நிமிகோண மூவடை ஒன்றை ஆகூ 
நிறகும்‌ ; %, 3, ந எனபன இநத ஒழு௩ூல்‌ ஒரு நேர்‌ மூவடையை 
ஃமுமாறு அவறறின்‌ நோத்‌ இசைகள்‌ எடுககப்படும்‌, 2 யானது அவ்வளையி 
வழியே அசைய, அம்மூவடை இசையிலே ,திருகலடையும்‌. 

இககாலிகள்‌ ௪ ஒடு மாறும்‌ வீதஙகள்‌, 

உ னி, ரா ரு நடு (14) 
பெ வலு சமனபாடுகளைத  திருப்இிப்படுததல்‌ காணப்படும்‌; இவை 
செறெற்‌-பிறெனெற்‌ சூத்திரங்கள்‌ எனப்படும்‌ ; % ஆனது % பற்றிய 
அமேவடையின்‌ சுழறசிவீதம்‌ ; ஈ ஆனது 1 பற்றிய சுழற்சி வீதம்‌, 
*: ஆனது ர ண்ட ஈ ஆனது முறுக்கலெனப்படும்‌, 2--1/4 
எல்பது வளைவாரையென றும ஆ] ்‌ த்‌ ்‌ 
வ்ழபிபடகு அம்‌ ஈ-1/5 எனபது முறுக்கலாரையென்றுங்‌ 
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ஒரு தளவளையிக்கான, கொஞ்சுதளம்‌ அவ்வளையியின்‌ தளமாகும்‌ ; இரு 
மைச்‌ செவ்வன்‌ இத்தளத்திற்குச்‌ செங்குத்து; முறுக்கல்‌ மறையும்‌ ; 
0 ஆனது வளைவாரையாகும்‌. 

புள்ளி 2 யானது வளையி 0 யின்‌ நீளத்துக்கு அசைய அப்புள்ளியின்‌ 
வேகத்திற்கும்‌ ஆர்முடுகலுக்குங்‌ கோவைகளைப்‌ பெறுதல்‌ பயன்படும்‌. சீ 
இன்‌ வேகம்‌ ட்‌ 


யப னை 
ம மு. 
2 யின்‌ ஆர்முடுகல 
ததை 09 _ூெ 
கறு மப வறு கார து 
0 ஓ 
குழுமி 


ஆயின்‌, அம்மூவடைமின்‌ இசைகளின்வழியே வேகக கூறும்‌ ஆர்முடுகற்‌ 
கூறும்‌ 
ஏ (9, 0, 0) 


மெ 9 
8 [-.-,0 
ம்‌0 
என்பவை, வேகம்‌ தொடலி வழியேயும்‌ ஆராமுடுகல்‌ கொஞ்சுதளத்‌ 
இலும்‌ உண்டு. 
எடுத்துக்காட்டு 1. ௪-ஈகோசை 0, $--8 சைன்‌, 2-௦ என்னும்‌ பரமானச்‌ சமன்பாடு 
களால்‌ ஒரு வெளி--வளையி தரப்பட்டுள்ளது. அலகுக்‌ காலிகள்‌ 7) ந, ந என்பனவற்றையும்‌ 
வளைவு 6 ஐயும்‌ முறுக்கல்‌ ஈ ஐயுங்‌ காண்க. 
£--௩ கோசை 01.-ஈ சைன்‌ 01-- ௦0% 





- -ஈசைன்‌ 04-ட௨ கோசை 01-௦௬, 
8 ம்‌ 
2- ரச சைன? 9-1-ட£ கோசை” 0--௦68) -4/(88- 2. 
0 1 ம்‌ 
கம அறு (சைன்‌ 91-டஈ கோசை 8-௯. 
08 1 
வடலி (-௩கோசை 01-ஈ சைன்‌ 91) 44. 
எனின்‌, 
௦ 
6-1 டல்‌ 34-(- கோசை 01-சைன்‌ 9) 
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கவை ப (2 சைன்‌ 01-௦ கோசை 0 -. 61. 





4/2) 
1 ட்‌ ்‌ 
ச - ன ற (6 கோசை 01--௦ சைன்‌ 09) 
௦ 
ம கட்ஸ்‌. 
எனின்‌, உ:௯0/(--6. 


எடுத்துக்காட்டு 2, மாதுமொரு வெளி வளையிக்கு 


டா பஷ 
எனக்‌ காட்டுக, 


புரா அட னம றட, 
இ.கை. ப.) ௫ ர, அடர. பை, 
பு ர) ந] ஸ்‌. 


எடுத்துக்காட்டு 3. ஒரு வெஸி--வளையி வழிமே அசையும்‌ ஒரு துணிக்கைக்கு வேகம்‌ 
9 உம்‌, ஆர்முடூகல்‌ ] ௨ம்‌ உண்டெனின்‌, அதன்‌ வளைவாரை 


ப 


50] 


எனக்‌ காட்டூக. 


றர 


0, நீ 
நி ட்ரிப 
ரதி 


எனின, 
3 8 
9%1- ர), 
1 2 
ஆகவே, 
ஈ 26 1] ஸ்‌... 
ற்‌ 


5:&. நுண்ணளவுச்‌ சுழற்கெள்‌. கோணவேகம்‌ 


ஒரு கோணம $ம்‌ இறக டாகச்‌ ஒர்‌ அச்சு 04 பற்றி ஒரு புள்ளி 27 
அதி கமலுஞ்‌ சுழறசியை எடுத்து நோககுக. $ ஆனது 04 மின்‌ 
வழியே அலகுக்‌ காவியெனக கொள்க. 27 ஆனது 2 மிலிருநது 044 யிற்கு 
வரையுஞ்‌ செங்குத்தெனின்‌, [77 என்னும மையத்தையும்‌ 172 என்னும்‌ 
ஆரையையுங்‌ கொண்ட ஒரு வட்டத்தின வில்லின்‌ வழியே அசசுழற்சி 


ல பிரயோகங்கள்‌ 11] 
2 ஐ 2, இற்கு இயக்கும்‌ : இங்கு 0.4 யானது அவ்வட்டத்தின்‌ தளத்திற்குச்‌ 
ஆ 


செவ்வன்‌ ; 22272) --0ழ்‌. 





௦ 
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2 மின்‌ நிலைக்காவி £ எனறும்‌ 2; இன்‌ நிலைக்காலி £--0£ என்றுங்‌ 
கொள்க, 


8] 22, -2 27 சைன்‌ (18ல்‌. 
சிறு 8ந்‌ இற்கு 


|| ஆனது அண்ணளவாக 
8 சைன 0 (184)--7 சைன்‌ 06ம்‌. 
அன்றியும்‌ 80 இன்‌ இசை 04 யிற்கும்‌ 820 எனற எல்லையில்‌ 
0 யிற்குஞ்‌ செங்குத்து. 
எனின்‌, சிறு 6ம்‌ இற்கு, 
8 ௨)01ம்‌. (12) 
1 -॥-(92்‌) ௨7. (84) 
2 .ஐ.22, இற்குக்‌ கொண்டுபோய்‌ 6, பற்றி 6நீ, உம்‌ அதன்பின்‌ 7, ஐ.மி; 
இறகுக கொண்டுபோய 6 பறறி 8ஜ்‌ உம்‌ ஆய இரண்டு அடுத்துவரும்‌ 
ுணணனளவுச சுமற்சகளை நாம்‌ எடுத்து நோக்குவோமாயின்‌, அவ்விரு 
சழமற்சிகளும்‌ ஒமுஙகுமாற்றுப்‌ பெறலாம்‌ என்பதை நாம்‌ காடடல்‌ முடியும்‌, 
(இமமுடிபு முடிவுள்ள சுழற்சிகளுககு உண்மையாகாது.) 
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83 ஆர று (62) ரீ 


க எட (962) 711 
7 (ஒமம்‌) 671-6ஜிஞ்‌% (1-1 (6டிம) 47] 


74 (642, 6ஜஜ்‌) 7. (14) 
இங்கு $8ஜ்டிஜ்‌, இலுள்ள உறுப்புக்கள்‌ புறக்கணிககப்பட்ட்ள்ளன. எனின்‌ 
2-1 8 (144) 


அச்சு 6 பற்றி நேரம்‌ 6/4 இல்‌ நிகழும்‌ ஒரு சுழற்சி 6ழ்‌ ஐ எடுத்து 
நோக்‌ 84 ஆனது பூச்சியததை அணுகும்‌ எல்லைக்குச்‌ சென்று அதனாலே 
0/0 என்பதை வரையறுக்க, 
மீ (15) 
என்னுங்‌ காவியைப்‌ பெறுவோம்‌ ; இது கோணவேகக்‌ காவி எனப்படம. 
எனின்‌ சமன்பாடு (12) தருவது 
ா-௰)4104 
ஆமின்‌, புள்ளி 2 மின வேகம்‌ 
ல), (16) 
இவ்வேகத்இன்‌ பருமன்‌ |ல] | சைன்‌ 0 மூ.172. 
முடிபு (16) ஆனது கோடு 02 யிலுள்ள எல்லாப்‌ புள்ளிகளுக்கும்‌ 
பொருந்துமாதலால்‌, ம எனபதைக்‌ கோடு 02” மின்‌ கோணவேகக்‌ காலி 
யென உரைக்கலாம்‌. 


சமன்பாடு (18) ஐக கொண்டு கோணவேகங்களின்‌ கூடடல்‌ மாற்றுவிதிககு 
உட்பட்டது என்றும்‌ இரு கோணவேகங்கள்‌ 600) ம. எனபன காரணமாக 
வுள்ள ஒரு புளளி 2 மின்‌ வேகம்‌ 


மட 


ந்‌ நல்க 3 (6, ற்றி 
9220 
ு(ம; *௰2)%7 


என்றும்‌ நாம்‌ உய்ததறியலாம. 


அவ்வேகம்‌ தனிக்‌ கோணவேகம்‌ லம, எனபதன காரியமாகவுள்ள 
தற்குச்‌ சமன்‌ என்பதை இது காட்டும்‌. ஆயின்‌, ஒரே புள்ளிபற்றிய 
கோணவேகங்கள்‌ காவிகளுக்குரிய வழக்கமா 


ன செயன்முறைப்படி கூட்டப்‌ 
படலாம்‌ அல்லது துணிக்கப்படலாம, 


5௮. ஒரு விறைப்பான பொருளின்‌ கோணவேகம்‌ 


ஒரு விறைப்பான பொரு 
சுயாதீனம்‌ இருந்தால்‌, 
வேகம்‌ ஓ என்னும்‌ 


ரூக்கு ஒரு நிலையான புளளி 0 பற்றிச்‌ சுழலச்‌ 
அப்பொருளின்‌ யாதுமொரு புளளி 2 மின்‌ 
கோண வேகத்‌ தாலாயதெனக்‌ கொள்ளுமாறு 
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ல. என்னும்‌ ஒரு கோண வேகக்‌ காவி உண்டு எனக்‌ காட்டலாம்‌ ; 
அதாவது 2” மின்‌ வேகம ந்‌ ஆனது 
00067 (14) 
என்பதாலே தரப்படும்‌. 
ம்‌, லு) நூல] 
என்பனவற்றோடூ அப்பொருளின்‌ ஈ,, ௩ என்னும இரண்டு எவ்‌ 
அத்தகைத்தான ஓர்‌ ம உண்டு எனக்‌ கொள்க. 
புள்ளிகள்‌ 0, 2, 2, என்பன ஒரு விறைப்பான பொருளில்‌ ணில்‌ 
டி ஜ்‌ போத: 
எனபன எல்லாம்‌ மாறிலிகள்‌. எனின்‌ 4 ஐக்‌ குறித்து வகையிட, 
சடப்‌ வர ந்து (12). (ம்‌) -ரஜ-0, 
இதிலிருந்து, 
ரப ஷிிரஸ்‌,௮0 
என்பதையும்‌ நாம்‌ பெறுவோம்‌. 
ல ஆனது ற்ப நூ. எனனும்‌ இரண்டுக்குஞ்‌ செங்குத்து ; எனின்‌, 
சில ௨ இற்கு 
௦062) 
என நாம்‌ எழுதலாம்‌. ம இறகுப்‌ பிரதியிட, 
ந்‌. - 02% (ந) - 1 பந்த்‌ 
ந்‌ க(6 அதற்‌, 
ஆமின்‌, 
2௯1/0) 2 ; 
ம்6ந்‌ நர்‌) 
நட படை 
£ ஆனது அவ்விறைபபான பொருளின்‌ ஒரு மூன்றாம்‌ புள்ளியாகுக. 
லிறைப்பு நிபந்தனைகள்‌ 
சன்னரன்பற் ட ர றம்‌ 0 
7-0 என எழுத 
(4-ம்‌) 4-0, (0-0) 0, (6-0) 740 
எனபனவற்றை உயத்தறிதல எளிது. 
£, 1), 2 என்பன ஒரு தளமானவையலலாவெனின்‌, 8-% என்பது 


அவை எல்லாவற்றிற்கும்‌ ஒருங்குச்‌ செங்குத்தாகாது ; எனின்‌ அது சூனி 
யக்‌ காலியாகும்‌. 
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அதாவது எல்லா ஈ இற்கும்‌ 

ந்‌ 8-0, 
௪, 1), நீழ எனபவை ஒரு தளமானவையெனின்‌, 
ர ரம) 4 ஸ்டூ 
என நாம்‌ எழுதலாம்‌ ; இஙகு, 7, ம என்பன தந்த £, 5), ர, இற்கு மாறா 
எண்ணிகள்‌, 
எனின்‌, 
ர்‌ -சர 4 மார) ட மல) 79 
௦௦% (02, மாதம. ம்‌ 

ஆயின்‌ ஒரு பொருளின்‌ புள்ளிகள்‌ எலலாவற்றின்‌ இயக்கமும்‌ 0 பற்றிய 
கோண வேகம்‌ ல ஆல்‌ ஆயதெனக்‌ கொள்ளுமா று ஒரு: காவி லம உண்டு. 

ம. இன்‌ திசையில உற்பத்திக்கூடாகச்‌ செல்லுங்‌ கோடானது தன்மீதுளள 
ஒவ்வொரு புள்ளிக்கும்‌ வேகம்‌ இல்லாதவாறு இருக்கன்றது. .இக்கோடு 
சுழற்சி ௮ச்சு எனப்படம. மூ நேரத்தில்‌ மாறுமெனின்‌, ம இன திசை 
கணநிலையச்சு எனபபடும்‌. 

அப்பொருளின்‌ யாதுமொரு புளளியும்‌ நிலையானதாய்‌ இல்லாத பொது 
வகையில்‌, அபபொருளின்‌ ஒரு புள்ளி 0 பற்றி அப்பொருளின்‌ கோண 
வேகம்‌ ல ஒடு அபபொருளின்‌ புள்ளி ட வின வேகம ॥ ஆல, இயக்கம்‌ 
குறித்துச்‌ சொலலபபடும்‌, 

021 ஆகுமிடத்து அப்பொருளின்‌ ஒரு புள்ளி 2” யின்‌ வேகம்‌ 

பதன்‌ 5௮ (18) 

அபபொருளின வேறொரு புள்ளி 0” ஆனது உற்பத்தியாக வழங்கப்பட 
1, ல! எனபன ஒதத நோகோட்டு வேகமும்‌ கோணவேகமுமாயின, 
ம்ம, மீ ॥-௰)48. 0 விற்கூடாகச்‌ செலலும்‌ ஐர்‌ அச்சுப்பற்றிய 
ஒரு சுழற்சி ம வின்‌ விளைவான 
0' இற்கூடாகச செல்லும்‌ ஒரு 
விளைவுக்குச்‌ சமானமானது. 


0: ஐ இசைவாய்த்‌ தெரிதலால்‌, ஒ 


து ௰%00' என்னும்‌ ஓர்‌ இடப்பெயர்வுடன்‌ 
சமாந்தரவச்சுப்‌ பறறிய ஒரு சுமறசி ம லின்‌ 


ட. இயக்கத்தை ஒடுக்குதல்‌ முடியும்‌ ; அத்தகைய 
“கம்‌ இருகயக்கம்‌ எனப்படும்‌ ; அகட படும்‌ ; ௮ 
ரட்‌ கீகோடு இருகச்செனப்படும்‌ ; அத்‌ 


உ--]யி/|ல] 22. (19) 


அவ்வச்சின்‌ சமன்பாடு 5 ஊறு (20) 
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என்னும்‌ வடிவத்தில்‌ எழுதப்படலாம்‌ ; மற்றொரு வகையாக 7, என்பது 
ஒரு பரமானம்‌ ஆகுமிடத்து 


லற 
3 


கறட (21) 





என எழுதப்படலாம்‌. 


2 ஆனது மறையுமிடத்து, இயக்கம்‌ அவ்வச்சுப பறறியுள்ள தூய சுழற்சி 
இயக்கமாகும்‌, ்‌ ்‌ 
.. இயக்கத்தியலில்‌ - விறைப்புப்‌ பொருவியக்கத்தில்‌ வருனெற கணிதத்‌ 
தொடர்புகளுக்கும்‌ நிலையியல்‌ விசைகள பற்றிய கணிதத தொடர்புகளுக்கும்‌ 
நெருங்கிய ஒப்புமை உணடு! -அபபொருளின்‌ கோணவேகம்‌ ம ஆனது 
ஒரு விசைத்‌ தொகுதியின்‌ காலிக்‌ கூட்டுத்தெரகை 8 இற்கு ஓபபானது ; , 
அப்பொருளின்‌ ரூ புள்ளி ௩ இன வேக அவ்விசைத்‌ தொகுஇயின்‌' 
ட பற்றிய திருபபத்துக்கு ஒப்பானது. ம. 

: பதனது. சொந்தத்‌ தளத்திற சுழலுனெறா தளத தகடொன்றுக்குக்‌ 
கோண வேகக்‌ காலி ம ஆனது அததளத்திற்கான செவ்வனின்‌ வழியே 
இருக்கும. 3 ஆனது அச்‌: செவ்வனின வழியே உ அலகுக்‌ காவி 
யாமிருக்க, நீ ஆனது அப்பொருளின்‌ நிலையான ஒரு கோடு வெளியில்‌ 
நிலையான. ஒரு கோட்டோடு ஆக்குற ததோணமெனின்‌, 





-ல 


ம்பி 

கணநிலையச்சு அத்தளத்தைச்‌ “சந்திக்கும்‌ புளளி 2 ஆனது கணநிலை 
மையம்‌ எனப்படம. அத்தட்டிலுள்ள ஒரு புள்வி 7 மின்‌ வேகம்‌ லம; 
இது அத்தள நெடுக 44 இற்குச்‌ செஙகுததாயும 72.ந்‌ எனனும்‌ 
பருமனுடையதாயும்‌ இருக்கும்‌. 


எடுத்துக்காட்டு 1, ஈக, 6 92 “என்னும்‌. ஆரைகளையுடைய இரண்டூ ஒருமை௰க்‌ 
கோளங்களானவை நிலையான விட்டங்கள்‌ பற்றி முறையே ஐ, ஐ, என்னும்‌ மாறாக்‌ கோண 
"வேகங்களோடூ சுழலுமாறு செய்யப்படன்றன. 0 என்னும்‌ மையமும்‌ *$ (6-6) என்னும்‌ 
ஆரையுமுள்ள ஒரு கோணம்‌ அவ்விரு கோளங்களையுந்‌ தொட்டபடி உருள்ள்றது. மையம்‌ 
0 மானது மாறாக்‌ கோண வேகத்தோடூ ஒரு வட்டத்தை வரைூன்றதெனக்‌ காட்டுக. 

்‌ ்‌ ன்‌ கஃ்‌ [ம7. 2௦. 8, 7946] 

8 ஆனது 0௦0 யின்‌ நீளத்திற்கு உள்வ அலகுக்‌ காலியாகுக. 

85% ஆனது உருளுங்‌ கோளத்தின கோண வேகமாகுக. (0 மின்‌ 
-நிலைககாவி 3 (௧--8)6; -எனின்‌, 6 யின வேகம 

ம்‌ (௧-6) 9 (23) 

உருளுதறகுரிய நிபநீதனையானது. அவ்விரு பொருளகவின்‌ தொடு புளளி 
கள்‌ ஒரே வேகமுடையனவாயிருத்தலே ; எனின, உருளுதற்குரிய நிபந்‌ 
தனை மயில்‌ 
06-00 9880 (69/4) 


316 காவிப்‌ பகுப்புச்‌ ௬ருக்கம்‌ 


1-2, (6-௦) 6--ல2% 06 : ( 
4 இல்‌, 
1௨2) (6-2) 6-6 86. ்‌ (2: 





ய்டம்‌ 9 


(28) ஐயும்‌ (24)"ஐயுஈ கூட்ட, 
21-- (ல, 6) 9% 6 
இது பின்வருமாறு எழுதபபடலாம்‌ $ 


டோ ம, 


டத 76 $ (௪-ட0)6 


புள்ளி 0 யின்‌ இயக்கம 


மட்ட 000) 
6-ம்‌ 
என்னுங கோண வேகத்தாலாயட தனக்‌ கொள்ளப்படலாம்‌ என்பதை: 
இது காட்டனெறது. 


ஓ ஆனது இசை பருமன்கள பற்றி நிலையானது; ஆதலால்‌, புள்ளி 0” 
ஆனது மாறாக்கதியுடன ஒரு வட்டத்தை வரைகின்றது. 


எடுத்துக்காட்டு 2, உர்‌ 0 உம்‌ அரையுச்ிக்‌ கோணம்‌ ௭ உல்‌ உண்ண ஒரு நேர்‌ வட்டக்‌" கூம்பு 
ஒரு உடைத்‌ தளத்திலே தனது பிறப்பாக்கமொன்றின்‌ வழியே எக்கணத்திலும்‌ அத்தளத்தைத்‌ 
தொட்ட வண்ணம்‌ உருள்‌இன்றது. ற ஆனது அக்கூம்பின்‌ அச்சுப்‌ பற்றிய கோண வேகமாயும்‌, 
2௦ ஆனது அக்கூம்பின்‌ தொடுகையிலுள்ள பிறப்பாக்‌கமின்‌ கோண வேகமாயும்‌, 82 ஆனதட 
அக்கூம்பின்‌ அச்சுக்‌ கூடாகச்‌ செல்லும்‌ நிலைக்குத்துத்‌ தளத்தின்‌ கோணா வேகமாயும்‌- 
" இருந்தால்‌, 


ய கோசைஉ (சழ தான்‌ ௨ 
கானக்‌ காட்டுக, 


சில பிரமோகங்கள்‌ 117 


பிறப்பாக்க 0.4 கண .நிலையச்சாகும்‌. 9 ஆனது 6 யின்‌. வேகமெனின்‌, 
"வேறுவேறு முறைகளில்‌ அதனைக்‌ கணிக்க நாம பெறுவது 
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5௨2.170- -௰370 
எனின்‌, 9--.310/70 --ம தான்‌ 5. 
புள்ளி .4 ஆனது கண ஓய்விலிருத்தலாலும்‌,8.4 இன்‌ வேகம்‌ 6 இன்‌ 
வேகத்தையும்‌ 0 ஐக்‌ குறித்த .4 இன்‌ தொடர்பு வேகத்தையுங்‌ கூட்ட 
வருங்‌ கூட்டுத்‌ தொகையாயிரு ததலாலும்‌ நாம்‌ பெறுவது 
0--04.%-டம 
%-௩ 94/04. 024/04--ய கோசை ௨, 


அழுத்தக்‌ கொள்கை 
5.6. கவுன்‌ தேற்றம்‌ 


பிரயோக கணிதக்‌ களைகள்‌ பலவற்றில்‌ மின்புலம்‌, காந்தப்புலம்‌, ஈர்ப்புப்‌ 
புலம்‌ முதலிய புலங்களைப்‌ பற்றிய கல்விகளீல ஈடபடுவெறோம்‌. இப்‌ 
புலங்கள்‌ ஊற்றுக்களால்‌ (உறிஞசிகளாலும) ஆக்கப்படும. 

உதாரணமாக, மின்னிலையியலில்‌ மினனேற்றங்களாலும்‌, ஈர்ப்பில்‌ சடத்‌ - 
திணிவுகளாலும்‌, நீ£ப்‌ பொறியியலில்‌ பாயவூறறுக்களாலும (அல்லது 
பாயவுறிஞ்சிகளாலும்‌) ஆககப்படும்‌, ஊாற்றுக்களா (அல்லது உறிஞ்சிகள்‌) 
ஒரு கனவளலிற்கூடாகவோ ஒரு பரப்பிலோ ஒரு வளையி மீதோ பரம்பி 
யிருக்கலாம்‌ ; ஆதலால்‌, நாம்‌ கனவவவுப பரமபல்கள, பரபபுப்‌ பரம்பல்‌ 
கள்‌, கோட்டுப்‌ பரம்பல்கள்‌ என்று வகுத்துரைக்கினறோம்‌. கனவளவுப்‌ 
பரம்பலுக்கு, 4” எனனும்‌ ஒரு புள்ளியைச்‌ சுற்றியுள்ள ஒரு சிறு கனவளவு 
80 இல்‌ ஊற்று 2400 ஆக அப்புளளி 2 இல ஒரு கனவளவடர்த்தி 

ஐ. நாம்‌ வரையறுககைறோம. சடமானது அமைபபில்‌ மணி வடிவ 
மாமிருக்ன்றபோதிலும்‌ தொடர்சசியான அடர்தஇச்‌ சார்போடூ கூடிய ஒரு 
சமானப்‌ பரம்பலாய்‌ உள்ள சடத்தை அவ்விரு பரம்பல்களுக்கும்‌ ஒரே 


118 காவிப்‌ பகுப்புச ௬ருக்கம்‌ 


சராசரி உடைமைகள்‌ இருக்குமாறு பிரதியிடுதல்‌ வசதியாகும்‌.. - அதுபோல, 
பரப்படர்த்தியானது பரப்பு 68 இலுள்ள ஊற்று ர 48 ஆக: அப்பரப்பின்‌ 
மீது ஒரு தொடாசியான சார்பு ர ஆல்‌ வரையறுக்கப்படும்‌ ; கோட்டடர்த்து 
%, ஆனது. நீளம 0 இலுள்ள சளநறு 7, 62 ஆக வரையறுக்கப்படும்‌, 
ஊாற்றுககள கேத்திர கணிதப புள்ளிகளில்‌ இருப்பனவாகக்‌ கொள்ளுதல்‌ 
பெருமபாலும பயன்படும்‌ ; அபபோது அவை புள்ளியூற்றுக்கள்‌ எனப்‌ 


படம; அவறறின வலிமை 8 அலலது ந போனற . குறியீடுகளாற்‌ 
குறிககப்படும, 


ஊாறுறுககஞுககும்‌ அவறறால்‌ ஆக்கபபடும்‌ புலஙகளுக்கும்‌ உள்ள தொடர்பு 
கள்‌ பரிசோதனையாற பெறபபட்டு இரண்டு வே று வேறு வழிகளிற்‌ 
சூத 27 வடிவிலே தரப்படடுள்ளன. இனறு நேர்மாறு வர்க்க லிதியாலே 
தரப்பட்ட இரணடு ஊற்றுககளினிடையேயுள்ள விசையைத்‌ தரும்‌ முடிபைப்‌ 
பயனப$நும. மறறையது புலததின பாயம கவுசின்‌ தேற்றத்தால்‌ 
விவரிககபபடும எனனும உடைமையைப்‌ பயனபடுத்தும. இரண்டு சூததிரிக்‌, 
பு: ளம கணித முறையிற சமம, ்‌ 


இணிவுகளால ஆககபபடும்‌ ராபபுப புலத்தைப்‌ பற்றி ஆராய்வோம்‌. 
ஓனறுககொன்று ஈ தூரததிலுளள 98) ட. என்னும இரணடூ இணிவு 
கரு இடையிலுளள விசை 9:48,/75 என்னும அளவுளள ஒரு கவர்ச்சி 
விசையென ராபபின்‌ நோமாறு வாகக விதி கூறுகனறது. யாதுமொரு 


புளனியினு ஏலா ஈாப்புபபுலமாவது அபபுளளிமில வைக்கப்படும்‌ ஓர்‌ அலகுத்‌ 
திணிவு ௮னுபலிக்கும விசையென வரையறுக்கபபடும, உறபத்து ட இல்‌ 
வைஃஃபபடம ஒரு புளளித திணிவு ௬ காணமாக ஈ என்னும்‌ நிலைக்‌ 


காவியையுடைய ஒரு புளளி 7 இல ஆக்கப்படும்‌ புலம 
987 
சி. 73. (25) 


2, இல, 1, இல கூ... 4, இல்‌ ௬, என்னும்‌ புள்ளித்‌ திணிவுகளின்‌ 
ஒரு தொகுதிககு, 72 இலுள்ள புலம்‌ 
நில. 57 3 கட்டடம்‌ ய்‌ 19. . (26) 
$]1 (1 ன்‌ ப்‌ ன்‌ 
யாதுமொரு மூடிய பரப்பிறகுக்‌ குறுக்கே புலக்‌ சாவியின்‌ வெளிமுகப்‌ 
பாயம 


27 - கணுபிர்‌, 0) 
ன்‌ தேற்றங்‌ கூறும்‌ ; இங்கு, 37, ஆனது அப்‌ பரப்பினால்‌ 
அடைக்கபபடடுள்ள மொத்தத்‌ இணிவு ; அதாவது 


எனக கவு 


| -08-- - 49 (அடைக்கப்பட்ட திணிவு). 
கவன தேறறம்‌ நேர்மாறு வர்க்க விதியிலிருந்தும்‌ ] ர்க 
" தேறறம்‌ ருந்தும்‌ நேர்மாறு வர்க்க விஇ 
கவுசின்‌ தேற்றத்திவிருந்தும்‌ பெறபப 


டலாம்‌. 


இல பிரமோககங்கள்‌ ட] 


நேர்மாறு வர்க்க விதியைப்‌ பெறுதற்குக்‌ கவுசின்‌ தேற்றத்தை உண்மை 
யெனக்‌ கொண்டு 0 விலுள்ள ஒரு துணிக்கை ௩ ஆல்‌ ஆகும்‌ புலத்தை 
எடுத்து நோக்குக, மையம்‌ 0 வும்‌ ஆரை * உம்‌ ஆன ஒரு கோளத்திற்குக்‌ 
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கவுசின்‌ தேற்றத்தைப்‌ பிரயோகிக்க (படம்‌ 12). சமச்சீரால்‌, 8 ஆரைவழியே 
உள்ளது; அது அக்கோளத்தின எல்லாப்‌ புள்ளிகளிலும்‌ ஒரே பரும 
னுடையது. 
எனின்‌, பாயம்‌. 
28 கரலி, 
எனவே, கவுசின்‌ தேற்றம்‌ தருவது, 
கரா. ரி கறு ௮ 


__* 
வ்‌ 1 
டரா 
ஆயின்‌ நி. ற்‌ 
8 
படம்‌ 12 


மறுதலை முடிபை நிறுவுதற்குத்‌ திண்மக்‌ கோணங்களின்‌ சில உடைமை 
களைப்‌ பயன்படுத்தல்‌ சகாயந்‌ தரும்‌. 8 ஆனது நேர்கோடு யாதொன்றும்‌ 
ர 5856 (60/4) 


190 காவிப்‌ பகுப்புச்‌ ௬ருக்கம்‌ 


இரண்டின்‌ மேற்பட்ட புள்ளிகளிற்‌ சந்தியாத ஓர்‌ எளிய திறந்த பரப்பென 
நினைக்க ; மூடிய வளையி 6 யானது 6 இன்‌ வரைப்பாகுக. 
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தந்த ஒரு புள்ளி 4 யை 0 யின புள்ளிகளுக்குத தொடுக்குங கோடுகள்‌ 
ஒரு கூம்பைப்‌ பிறபபிக்கும்‌. 4 என்னும மையததையும்‌ அலகாரையையுங்‌ 
கொண்ட ஒரு கோளத்தில இககூம்பால்‌ வெடடப்படும பாபபளவு அப்புளளி 
4 மில்‌ பரப்பு 8 ஆல்‌ எதஇிரமைககப்படும்‌ இண்மக்‌ கோணம்‌ ம எனப்படும்‌. 
98 ஆனது 2 மிலுளள பரபபு மூலகசமாயும்‌, ம ஆனது 4 மில 08 
ஆல  எதிரமைககபபடுந்‌ திணமக கோணமாயும்‌, 0 ஆனது ஆரை 
47 மிறகும 2 மில்‌ 8 மின்‌ செவ்வனுக்கும்‌ இடையிலுள்ள கோண 
மாயும்‌ இருநதால்‌, 88 கோசை 9 எனபது 02 யிறகுச்‌ செங்கோணங்‌ 
களிலுள்ள ஒரு தளததின மீது 8 இன எறியமாகும்‌. 


இயல்பொதத பாபபுககளைப்‌ பறறிய தேறறம்‌ ஒன்றை வழக, 


86 கோசை0 428 





ம 13” ்‌ 
எனின்‌, கல கோசை 9 (28) 
ட்‌ 
ம | ட. 904 (29) 


இங்கு, 42 7 தொகையீடு பரபபு 4 இன மீது எடுக்கப்பட்டுள்ளது. 4 உம்‌ 8 
உம்‌ படததில்‌ உள்ளது போல இருநதால்‌, கோணம்‌ 9 ஆனது 4 இனமீது 
சி. மின்‌ எலைட்‌ நிலைகளுககும்‌ கூரறகோணமாகும ; 9 ஆனது நேர்க்‌ 
குறியுடையதாகும்‌. 4 ஆனது எதிர்பபககததில எடூக்கப்படின்‌, 08 
இற்கும்‌ 47” இற்கும இடைமிலுளள 


கோணம விரிகோணமாகும்‌ ; 0 
ஆனது மறைக்குறியையடைய 'தாகும. 


ஏல பிரமோகங்கள்‌ 327 


எடுத்துக்காட்டு: உச்சக்கோணம்‌ 26 ஆயுள்ள ஒரு நேர்வட்டக்‌ கூம்பின்‌ உச்சியிலுள்ள 
திண்மக்‌ கோணம்‌ 2ஈ (1- கோசை0) எனக்‌ காட்டுக. 
கூம்பின்‌ உச்சி மையமாக அலகாரையையுடைய தரு கோளம்‌ வரைக: 
அக்கூம்பு உள்ளேயுள்ள கோணத்‌ தொப்பியின்‌ பரப்பளவு சுற்றுருவமாக 
வரையும்‌ உருளையிலிருந்து வெட்டப்படும்‌ பரப்பளவுக்குச்‌ சமம்‌; அது 
ஊை (1-கோசை ௨) ஆகும்‌. 





படம்‌ 14 


பயிற்சி, ஒரு மூடிய பரப்பால்‌ எஇரமைக்கப்படும்‌ இண்மக்‌ கோணம்‌ ஒரு வெலிப்‌ 
புள்ளியிற்‌ பூச்சியமென்றும்‌, ஓர்‌ உட்புள்ளிமில்‌ 4ற என்றும்‌, பரப்பிலுள்ள ஒரு 
புன்ளியில்‌ 2 என்றும்‌ காட்டுக. 


கவுசன தேற்றத்தைப பெறுதற்கு 4 மிலுள்ள ஒரு திணிவு ௯ 
கண்ணமாக ஒரு மூடிய பரப்பு 8 இன்‌ குறுக்கேயுள்ள பாயத்தை நாம்‌ 
கணிப்போம்‌. 
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122 காவிப்‌ பருப்புச்‌ சருக்கம்‌ 


* ஆ 
ரண கத்‌ 


ஈம ன] ம _ அ ௬08 கோசை 0_ து 0 


ஸி 

இனி 4 0, 4 ஆனத 68 இற்கு வெளிப்பக்கத்தில்‌ இருந்தால்‌ (80) 
48, 4 ஆனது 8 இற்கு உட்பக்கத்தில்‌ இருந்தால்‌ (91) 

ட 8. [ ஈ.௫௨0, 4 ஆனது 4 இற்கு வெளிப்பக்கத்தில்‌ இருந்தால்‌, 


கரு, 4 ஆனது 6 இற்கு உட்பக்கத் தில்‌ இருந்தால்‌, 
டி இன்‌ உட்பக்கம்‌ வெளிப்பக்கம்‌ ஆகிய இரண்டிலும்‌ சடத்தின்‌ ஒரு 
பரம்பல்‌ இருந்தால்‌, வெளிப்பக்கத்‌ இணிவுகள்‌ பாயத்திற்கு எப்‌ பங்கும்‌ 
கொடா ; ஒவ்வோர்‌ உட்டிணிவும தன்‌ திணிவின்‌ -4ரூ மடங்கை ௨ப 
காரஞ்‌ செய்யும்‌, ஆமின்‌, முழுப்‌ பரம்பலுக்குமான பாயம்‌ 48 இற்குள்‌ 
அடைக்கப்பட்ட இணிலின்‌ - 4 மடங்காகும்‌. 
பரம்பலானது மாறத்தக்க ற என்னும்‌ அடர்த்தியையுடைய ஒரு கன 
வளவுப்‌ பரம்பலாகுமிடத்து, புலம்‌ * இற்கு ஒரு வசையீட்டூச்‌ சமன்பாடு 
கவுசின்‌ தேற்றத்திலிருந்து உயத்‌ தறியப்படலாம்‌, 


18.௫. -ஸ]20 


ஆதலால்‌, இடக்கைப்‌ பக்கத்தை ஒரு கனவளவுத்‌ தொகையீடாகக்‌ 
கவுன்‌ உருமாற்றத்‌ தால்‌ மாற்ற வருவது, 


| விரி 100 
19 


எனின்‌, [ய்‌ 8.40) 020. 


ஒவ்வொரு மூடிய கனவளவு 9 இற்கும்‌ இது உண்மையாதலால்‌, 
ஒவ்வொரு புள்ளியிலும்‌ 


லிரி ச- கீர -0 (99) 
என அனுமானிக்கலாம்‌. 


5. ஈர்ப்பழுத்தம்‌. 


0 லில்‌ உள்ள ஒரு துணிக்கை ௩ காரணமாக 2 யில்‌ உள்ள புலம்‌ 


௮ல்‌ 
- ரவு. 
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தர்‌ அலகுத்‌ துணிக்கை 2 யில்‌ வைககப்பட்டால்‌, அதன்‌ மீதுள்ள 
விசை *, இவ்வலகுத்‌ துணிக்கையானது 2” யிலிருந்து அவ்வளையி 
வழியே ஒர்‌ அயற்புள்ளி 7” இற்கு இடம்‌ பெயர்க்கப்பட்டால்‌, 

707 ந 


செய்யப்பட்ட வேலை 14.8 - “92 57770. (2. 





படம்‌ 16 


ஆயின்‌, துணிக்கையை .4 யிலிருந்து 9 யிற்கு இயக்குவதிற்‌ செய்யப்படும்‌ 


வேலை 
17 
ர(்‌ ல ள்‌ (99) 


இது அத்துணிக்கை இயக்கப்படும்‌ வழியைச்‌ சாராது ; தொடக்கப்‌ புள்ளியை 
யும்‌ ஈற்றுப்‌ புள்ளியையும்‌ மாத்திரஞ்‌ சார்ந்து நிற்கும்‌. அத்தகைப்‌ புலம்‌ 
அழுத்தப்‌ புலமாகும்‌. 

சிபடி 7 (34) 


ஆகுமாறு ஓர்‌ எண்ணிச்‌ சார்பு 17 உண்டு ; 
ரு 744 
இங்கு, 7. ட] 


என்பது 9 லிலுள்ள திணிவு ௩ காரணமாக 2 மிலுள்ள அழுத்தத்தைத்‌ 
தரும்‌ ; அது ஒர்‌ அலகுத்‌ துணிக்கையை 2 யிலிருந்து முடிவிலிக்கு 
இயக்குவதிற்‌ செய்யப்படும்‌ வேலை என்றும்‌ வரையறுக்கப்படலாம்‌. 

1, இல்‌ ௩ புள்ளித்திணிவுகள்‌ ௬; ஐயுடைய ஒரு தொகுதஇிக்கு 
2 யிலுள்ள அழுத்தம்‌ 


ட்ப 
ர 22%. 
ட்ட ௯) 





124 காவிப்‌ பரப்புச்‌ சுருக்கம்‌ 
சடத்தின்‌ ஒரு கனவளவுப்‌ பரம்பலுக்கு, கூட்டலின்‌ இடத்தை ஒரு தொகை 


யீடு எடுக்கும்‌ படத்திலுள்ளபடி, சடம்‌ ஐ ()642' என்னும்‌ சிறு கனவளவு 
மூலகங்களாகப்‌ பிரிக்கப்பட்டுள்ளது ; 


எர 
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7 ௫ எட. (87) 


5௫ பரப்புப்‌ பரம்பலுககும்‌ ஒரு கோட்டுப பரமபலுக்கும்‌ முறையே 


ஈர 02, ர ஐ_ [240082 (38) 
2-1] 8-1] 
புள்ளி 42 யானது பரமபலுககு வெளியே இருக்குமிடத்து, தொகை 

யிட்டுச்‌ சார்பு முடிவிலியாகுந்‌ தொலலையில்லை ; ஆனால்‌, 2” யானது ஓர்‌ 
உட்புள்ளியாயிருக்குமிடதது, தொகையீட்டுச்‌ சார்பு முடிவிலியாகும்‌; தொகை 
யீட்டூச சார்பின ஒருங்கற்பிரச்சனே எடுதது நோக்கப்படவேண்டும, 
ஒரு புள்ளித்திணிலில்‌, 7, * என்னும்‌ இ 

கோட்டுப்ரமபலிலும 77 உம * தட 
அடர்த்தி ௦ ஆயுளள ஒரு கனவளவுப்‌ பரம்பலுக்குள்‌, உரிய தொகை 
யீடடூச சார்புகள்‌ ஒருங்கும; 77 உம * ஒழ்‌ அபபரம்பலுக்குள்ளும்‌ 

முடிவுள்ளவையாயும தொடாச்சியுள்ளவையாயும்‌ இருக்கும்‌. மிரிவு 5.6 
இலுள்ள சமன்பாடு (98) இனபடி 7 ஒரு வகையீட்டுச்‌ சமன்பாட்டைத்‌ 
திருப்‌இப்படுத்துதல்‌ வேணடும்‌. அவ்வகையீடடுச்‌ சமனபாடு 


விரி (படி 77) கற-0 





ரணடூும்‌ முடிவிலிகள்‌. ஒரு 
பொதுவாக ன்றிச்சார்புகள்‌. 


அதாவது 
௫573. 4-0. (39) 
இது புவசோனின்‌ சமன்பாடு. 
மூடிவுள்ள அடர்த்தி ர ஐயுடைய ஒரு பரப்புப்‌ பரம்பலில்‌, செயலள 
விலே சடம்‌ பரப்பின்மீது ச 


ஒருசிறு தடிப்பிற்குட்‌ 
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ஆனது மிகப்‌ பெரிது; 1* ஆனது அப்பரப்பின்மீதுள்ள்‌ புளளிகளில்‌ 
முடிவுளியாயும்‌ தொடர்ச்சியுள்ளதாயும்‌ இருந்தாலும்‌ 8 படி 
என்பது அப்பரப்பின்‌ மீது தொடர்ச்சிமில்லாததாகும்‌. 7) ஆனது 
வெளிமுகச்‌ செவ்வனின்‌ வழியேயுள்ள கூறாமின்‌, 47) ஆனது அப்‌ 
பரப்பின்‌: இரு பக்கங்களிலுந்‌ தொடர்ச்சியுள்ளதாய்க்‌ காணப்படும்‌ ; ஆனால்‌ 
சி, ஆனது தொடர்ச்சியின்மையை அனுபவிக்கும்‌. தொடர்ச்சிமின்மையின்‌ 
அளவானது 68 என்னுங்‌ குறுக்குவெட்ட்ம்‌ நுண்ணளவு உயரமும்‌ 
இன்‌ வழியே ௮ச்சுங்‌ கொண்ட ஒரு சிற்றுருளைக்கு, கவுசின்‌ தேற்றத்தைப்‌ 
பிரயோடத்தலாற்‌ கணிக்கப்படலாம்‌. 


சிர 


ச 


யடம்‌ 18 


சி ஆனது 4 இன்‌ வெளிப்பக்கத்திலுள்ள செவ்வன்‌ கூறுயிருக்க, 77, 
ஆனது உட்பக்கத்துக்‌ கூறாயிருந்தால, கவுசின்‌ தேறறம்‌ தருவது 

அடிய - ச,ம4-- - 41708 
இதிலிருந்து சீ சி டி &ரரர (40) 
அழுத்தச்‌ சார்புபற்றி, 77) என்பது வெளிப்பிரதேசத்திலுள்ள அழுத்தத்‌ 
தையும்‌ 7, எனபது உட்பிரதேசத்திலுளளதையுங்‌ குறித்தால்‌, 

99, 


க ஆ கம. (8) 


இங்கு ழ்‌ என்பது வெளிமுகச்‌ செவ்வனின்வழியே வகையிடலைக்‌ குறிக்கும்‌. 


அழுத்தமான நிலையின்‌ ஒரு சார்பாகத்‌ தரப்பட்டால்‌, அதனை ஆக்கும்‌ 
பரம்பல்‌ மேலுள்ள தொடர்புகளிலிருந்து பெறப்படலாம்‌. 

77 உம்‌ படி 7 உம்‌ தொடர்ச்சியுள்ளவையெனின்‌, பரப்புப்‌ பரம்பல்‌ 
இராது. படி 7” ஆனது தொடர்ச்சியற்றவையெனின, பரம்பல்‌ சமன்பாடு 
(41) இலிருந்து பெறத்தக்க அடர்த்தி ர ஐயுடைய ஒரு பாப்புப்‌ பரம்பலைக்‌ 
கொண்டிருக்கும்‌. 


126 காவிப்‌ பகுப்புச்‌ சுருக்கம்‌ 


பரப்பின்‌ ஒவ்வொரு பக்கத்திலும்‌ அழுத்தச்சார்பு வேறுவேறு வடிவங்‌ 
களை எடுக்கும்‌; ஆனால, இவ்வடிவங்கள்‌ அப்பரப்பின்மீது சம பெ றுமானங்‌ 
களை எடுக்கும்‌. யாதுமொரு புள்ளியிலுள்ள கனவளவடர்த்தி யாதுமொரு 
புள்ளியிலுள்ள 1” இலிருந்து ள்‌ 

2-7 

என்னுந்‌ தொடர்பினாற்‌ பெறப்படும்‌. 
அழுத்தமானது ஒரு புள்ளியில்‌ முடிலிலியாயிருப்பின்‌, அங்குள்ள திணிவு 
அப்புள்ளியைச்‌ சுற்றியிருக்கும்‌ ஒரு சிறு சனவளவிற்குக்‌ கவுசின தேற்றத்‌ 
தைப்‌ பிரயோகிததலாற காணப்படலாம்‌. அழுத்தம்‌ ஒரு கோட்டிலுள்ள 
எல்லாப்‌ புளளிகளிலும்‌ முடிவிலியாயிருப்பின்‌, அடர்த்தி ), ஆனது 
அக்கோட்டின்‌ வழியேயுள்ள அச்சைக்‌ கொணட ஒரு சிற்றுருளைக்குக்‌ கவுசின்‌ 
தேற்றத்தைப்‌ பிரயோடத்‌ தலாலும்‌ அவ்வுருளையின்‌ குறுக்குவெட்டு மறையு 
மாறு செயயப்பட வரும்‌ எல்லையை எடூததுநோக்கு தலாலும்‌ பெறப்படலாம்‌. 

எடுத்துக்காட்டு, 63 33-2£ - 9080 என்னுங்‌ கோளத்தின்‌ வெளிப்‌ பக்கத்திலும்‌ 
உட்பக்கத்திலும்‌ அழுத்தம்‌ 17, ஆலும்‌ 77; ஆலுங்‌ குறிக்கப்பட 77;--0 என்றும்‌ 

7$ மர (63-24 21 - 20) 

என்றுந்‌ தரப்பட்டால்‌, சடத்தின்‌ பரம்பலைக்‌ காண்ஃ. 

அழுத்தம்‌ தொடாச்சியுள்ளதாகையால்‌, 7-0 ஆயுள்ள பரப்பாகும்‌ ; 


அதாவது, எல்லை மையம்‌ (0, 0, 6) ஆயும்‌ ஆரை ௦ ஆயுமுள்ள 
கோளமாகும்‌. 


செவ்வனின்‌ வழியே அலகுக்‌ காவி ய்‌ 9 அ 


ர ப 


னை. 
அக்கோளத்தின்‌ வெளிப்பககத்திற்‌ கனவளவடர்‌ த்தி 


20-- 9 15740. 
அக்கோளத்தின்‌ உட்பக்கத்திற்‌ கனவளவடர்ததி 


1 8 
உ - னா ஏ 574 


பரப்பில்‌ ௪௨ த! 97 


_1 ர ஒர, 
கண 08 நட்‌ ள்‌ 


1 /297 807 5.௨9 
“ணேர்சதுர்‌ உ ௮) 


2 (49742 6-9) 


கக 


வட ௭, 


க்ஷ 
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ஆயின்‌, பரம்பலானது $ம£ என்னும்‌ அடர்த்தியையடைய சீரான 
பரப்புப்‌ பூச்சோடு,- 8/2 எனனுங்‌ கனவளவடர்த்தியையுடைய சீரான 
கோளம்‌ ஒன்றைக்‌ கொண்டுள்ளது. 

சடத்தின்‌ பரம்பல்‌ தரப்பட்டால்‌, அழுத்தச்‌ சார்பைத்‌ இுணிதற்குப்‌ 
பரம்பலின்‌ சிக்கற்றன்மையைப்‌ பொறு 'த்து விசேட முறைகளைப்‌ பயன்படுத்தல்‌ 
வேண்டும்‌. சிலவேளைகளில்‌, (87) இல்‌ அல்லது (88) இலுள்ள தொகை 
யீட்டின்‌ பெறுமானம்‌ நேரே கணிக்கத்‌ தக்கதாயிருக்கலாம்‌. சிலவகை 
களில்‌, முதலில்‌ ஈர்ப்புப்புலம்‌ 8 ஆனது கவுன்‌ தேற்றத்தைப்‌ பிரயோ 
இித்தலாற்‌ பெறப்பட்டு அதன பின்னர்‌ அழுத்தமானது 


76) [8.௧ 


என்பதைப்‌ பயன்படுத்தலாற்‌ பெறப்படலாம்‌. 

வேறுசில வகைகளில்‌, அழுத்தமானது தக்க எல்லை நிபந்தனைகளுக்கு 
உட்பட்ட புவசோனின்‌ சமன்பாட்டையும்‌ லப்பிளாசின்‌ சமன்பாட்டையுந்‌ 
இர்த்தலாற்‌ பெறப்படலாம்‌. வசையீட்டுச்‌ சமன்பாடுகளிலுள்ள மாறிகளின்‌ 
தொகையை, சமச்‌சர்ச்சிந்திப்புக்‌ குறைக்குமிடத்து இது விசேடமாக இவ்‌ 
வாறு இருக்கும்‌. 

எடுத்துக்காட்டு 1. ஆரை ௪ உம்‌ பரப்படர்த்தி ர ௨ம்‌ உள்ள ரான வட்டத்‌ தட்டூ 
ஒன்றின்‌ அழுத்தம்‌ அத்தட்டிலிருந்து £ என்னுந்‌ தூரத்தில்‌ அதன்‌ அச்சிலுள்ள ஒரு 
புள்ளி 2 யில்‌, 

ளைர0(3/(2-2) -ஐ 


எனக்‌ காட்டூக, 
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அடர்த்தி 0 உம்‌, அரையு சக்‌ கோணம்‌ உ உம்‌, உயரம்‌ % உம்‌ ஆயுள்ள சீரான இண்ம 
நேர்வட்டக்‌ கூம்பொன்றின்‌ உச்சியில்‌ அழுத்தத்‌ தைக்‌ ௨௭ண்“. 


அத்தட்டை வட்ட வளையங்களாகப்‌ பிரிக்க. 
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ஆரை ஈ உம்‌ தடிப்பு ர உம்‌ உள்ள வட்டவளையத்திற்குத்‌ திணிவு 
ோீ-0 ; 2 மில்‌ அதன அழுத்தம 
றோ 0ச2/4/(25-- 24. 
ஆபிண்‌, முழுத்‌ தட்டுங்‌ காரணமாக, 
ரச [தற [4722-2 -2. 
அககூமபின உச்சியில்‌ அழுத்குமானது அககூம்பைச்‌ சமாந்தரமான வட்டத்‌ 
தட்டுக்களாகப பிரித்தலாற பெறபபடலாம்‌. உச்சியிலிருந்து 2 என்னுந்‌ 





படம்‌ 20 


தூரத்திலுளள தட்டுக்கு ஆரை 2 தான்‌ ஈ ஆயும தடிபபு 85 ஆயும்‌, 

பரப்படர்த்தி 006 ஆயும்‌ இருக்கும, 0 வில்‌ அத்தட்டின்‌ அழுத்தம்‌ 
29002 [2 சக ௨-2]. 

ஆயின, 0 வில்‌ அக்கூம்பின்‌ அழுத்தம்‌ 


% 
-] ஊற (சக ௨-1) 205, 
௦ 


ம்‌” (சக ௨-1), 

எடுத்துக்காட்டு 2. அடர்த்து 6 ௨ம்‌ ஆரை ௨ ௨ம்‌ ஆயுள்ள €ரான இண்மக்‌ கோளம்‌ 
ஒன்று காரணமாக எல்லாப்‌ புள்ளிகளிலுமுள்ள கவர்ச்சியையும்‌ அழுத்தத்தையும்‌ கவுன்‌ 
தேறறத்தைப்‌ பமீனபடுத்துக்‌ காண்க, 

இங்கு, கோளச்‌ சமச்சா உண்டு, 2 முல புலம்‌ ஆரைத்‌ இசையை 
படையது : அது ஈ இன சார்பு மாத்திரமாயுள்ளது. 2 ஆனது ஓர்‌ 
உட்புளளியெனக கொளக. மையம்‌ 0 உம்‌ ஆரை ௧௩ ௨ம்‌ ஆயுள்ள 
ஒரு கோணத்திற்குக கவன தேற்றத்தைப்‌ பிரயோடிக்க, 
மிம்ரர்‌ - 49) ரதத, 


ஆயின்‌, ௨ - றா. 
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2 அனது ஒரு வெளிப்‌ புள்ளியெனின்‌, கவுன்‌ தேற்றத்தின்படி 
சிகர - கரு ரமி] 


4 
அதாவது, சி-- மணமா. 
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7, ஆனது ஒரு வெளிப்‌ புள்ளிமிலுள்ள அழுத்தமாயும்‌ ரீ; ஆனது ஓர்‌ 
உட்புள்ளிமிலுள்ள அழுத்தமாயும்‌ இருநதால்‌, 
றும்‌ 
ம்‌ ர்‌ 
தொகையிட, 
1 
ர, கிற 10, 


7,-0, ஆக, 126, 0-0 ஆதலால்‌, 
87. 
ப - - ரா. 
தொகைமிட, 
7, - ஜேது, 
௯௫ ஆக, 77,-7. 
கரக? கோடிட்டு, மிர. 
எனின்‌, ணீ ர: ௨. 
ற (ம£-15) 2-2. 
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எடுத்துக்காட்டு 3. 77-ரீ(9 கோசை 0 
என்பது ஈ, 0, தீ என்னும்‌ கோண முனைவாள்‌கூறுகளில்‌ லப்பினாசின்‌ சமன்பாட்டின்‌ 
ஒரு இர்வாயின்‌, ,4, $ என்பன மாறிலிகளாயிருக்குமிடத்து 
2 
ச்ச ன 
எனக்‌ காட்டக. 
ர--௩ ஆகியே கோளத்தின்மீது ஒரு பரப்புப்‌ பரம்பலுக்கு அடர்த்தி $ கோசை 0; 
இங்கு $ என்பது ஒரு மாறிலி, அக்கோணத்தின்‌ உட்பக்கத்திலும்‌ வெளிப்பக்கத்திலும்‌ 


அழுத்தங்கள்‌ ரீ (0 கோசை 0 என்னூம்‌ வடிவத்தில்‌ உள்ளனவெனத்‌ தரப்பட்டால்‌ 
எல்லாப்‌ புள்ளிகளிலும்‌ அழுத்தத்தைத்‌ துணிக. 


கோள முனைவாள் கூறுகளில்‌ லப்பிளான்‌ சமன்பாடு 


ப்பை பாகா பு 
9 [5 ர்‌ ' சைன 000 நச 00 ம தன்‌ 0 9ம்‌ ப்‌ 
7-7 (0) கோசை 0 எனபது ஒரு தாவெனின, 


7.0 1 9 
உ 3 கோசை 9) கா்‌ ர்‌ [-சைன்‌ 0ிரீ (1-0, 


கோசை 0 ஆற்‌ பிரிக்க, 
17.0 
[24 உட 
ல்(0 ன வி, 


12! ஆகுமிடத்து மாறி ஈ இலிருந்து 4 இற்கு மாற்றினோமாயின்‌ சமன்பாடு 


ய்‌ மூ 
ரம 87-0, 


ஆகும்‌. 


இது மாறாக குணகங்களோடு கூடிய ஒரு நேர்கோட்டூச்‌ சமன்பாடு. 
துணைச சமனபாடூ 


2--1.- 20, 
இதன்‌ மூலங்கள்‌ 1, -9 எனபன. எனின, 


ரகசி ற வகிடு 


பின்வரும திபந்தனைகளைத ப்திப்படுத்துதர்‌ ்‌ 
துணியப்படல்‌ வேண்டும்‌. எட ்‌ ெ்கதற்கு ல அத கட்க 


17 ர என்பனவற்றிற்கு ரீ (7) கோசை 0 என்னும வடிவம்‌ உண்டு. 
(அ) 9₹7,-0, ௩: எலலா இற்கும்‌, ஏ, 
3) 7%--0,7-2-0௦ ஆக. 

(7, 


௮0, 85 எல்லா இற்கும்‌, 


7, என்பன எங்கும்‌ முடிவுள்ளவை. 
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(5) 7%-7, ௪-௦ அகுமிடத்து. 


97%, 97 ள்‌ 
(6) ஆ ம, 7௬௦ ஆகுமிடத்து. 
(1) இலிருந்து 
ர, க) கோசை 09 755, 
மி 
ர (௬4 ன்‌ கோசை 0 ௨. 
(8) இலிருந்து 
4-0. 
(4) இலிருந்து 


௰--0, அழுத்தமானது உற்பத்தியில்‌ முடிவுளியாயிருத்தல்‌ வேண்டு 
மாதலால்‌. 


(5) இலிருந்து 
3 கோசை 9--0ஈ கோசை 9, அதாவது 8-- 0. 
(6) இலிருந்து 
3 கோசை 9-0கோசை 9-- -4ஸூர- -4ரூல்‌ கோசை 9. 

இதிலிருந்து 2ஊ-ட 0லி-கரம்கி, 
இவ்வாறு மீ -- ரூம்கீ, 

எனின்‌, பனை பப்பி கடட 2-2) 

ர, ற கோசை 0 ௨. 


54. சமவழுத்தப்‌ பரப்புக்கஸ்‌ 


7 (6, 9, 8) மாறிலி என்னும்‌ பரப்புக்கள்‌ ஒரு பரப்பின்‌ 7; 
ஒவ்வொன்றிலும்‌ அழுத்தம மாறிலியாகும்‌. யாதுமொரு புள்ளி 2? யில்‌ 
அதற்கூடாகச செல்லும்‌ ஒரு சமவழுத்தப்பரப்பு மாத்திரம்‌ உண்டு. 
2 யில்‌ புலக்காலி 11 ஆனது இச்சமவழுத்தப்‌ பரப்புக்குச்‌ செவ்வன்‌ ; 
பொதுவாக, விசைக்‌ கோடுகள்‌ சமவழுத்தப்‌ பரப்புக்களை நிமிர்கோணத்தில்‌, 
வெட்டும்‌. ள்‌ 

(௪, 9, 2) மாறிலி ட ட்ட (49) 
என்னுந்‌ தந்த ஒரு பரப்பினம்‌ சுயாதீன வெளியில்‌ அமையத்‌ தக்க 
சமவழுத்தத்‌ தொகுதி ஒன்றாதற்குரிய நிபந்தனையை ஆராய்தல்‌ நன்று, 


199 காவிப்‌ பகுப்புச்‌ சுருக்கம்‌ 


இந்நிபந்தனை இருபதிப்படுமிடத்து ரீ ஆனது மாறிலியாகும்பொழுதெல்லாம்‌ 
77 ஆனது மாறிலி; எனின்‌, அவற்றினிடையே ஒரு சார்புத்‌ தொடர்பு 
உண்டு ; அதனை 


என நாம்‌ எழுதலாம்‌. ஆயின்‌, 
ட ம்‌. 9 657 


மத இரிம(ே ட பி 


எ(இஃஇ*இ]-ல 


சுயா$ன வெளியில, ஏ₹1*--0 ஆகையால, 


ம. 10) 2 சார்‌ 0 (1) சான. (44) 
ஆயின, வேணடிய நிபநதனை 
95/7 | படிரி* 


என்பது ரீ (6, 3, 8) எனபதன்‌ ஒரு சார்பு மாத்திரமாய்‌ உணர்த்‌ தப்படத 


தக்கதாய இருத்தல்‌ வேண்டும்‌. இந்திபந்தனை திருபதிப்படமிடத்து, அழுத்‌ 
கச்‌ சார்பு 


2 0__ரடு 
ழ்‌() 
என்பது ஜொசையிடலாற்‌ பெறப்படலாம்‌. 
இவ்வரறு டழ்‌(0-0-1சழுயு 
அல்லது 402 2௦[-1௦( யி 
கலி. ரலழ்ற-2[௮0[- [217 ய] 83.0. (45) 


எடுத்துக்காட்டு. ர மாறிலியாயும்‌ ), மாறியாயுமிருக்குமிடத்து 


ஜீஃழீ9) 280 
என்னும்‌ ஓரச்சு உருளைத்‌ தொகுஇயானது ௬யா$ன வெளியிற்‌ சமவழுத்தப்‌ பரப்புத்‌ தொகுதி 
ஒன்றை ஆக்கலாமெனக்‌ காட்டுக ; அழுத்தச்‌ சார்பையுந்‌ துணிக, 

பரப்புக்களின்‌ 


ன்‌ சமனபாட்டைப்‌ பின்வரும்‌ வடிவததில்‌ எழுதுக : 


1 
சீரு, 2) எகர்சற்ச்‌ ஊ மாறிலி, 
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ஏ. மீம்‌ 234 3-0 











கர த ஜோ 
பட. 84. 
நோ௨.* ஜீ ௨” 
2882) 2 
ப ப 2. 
ட்‌ மக த்‌ 
, ஸீ ்‌ த்‌ 
27 


எனின்‌, நிபத்‌ தள்‌ இருப்திப்பட்ட்ள்ளது. இனி 


ம- ட ன்‌ மடழ்‌'([)-.4-மட (78-49) 


ற 211 1 
4 -ல்னா கிர ௨ நி ர 
்‌ இ 
'ரழ்0-0மடாடலு 
௪0.மட ந அப்கபல.ல 
ட நதட்னுயுதர 





ற 


5.9. இறீனின்‌ தேற்றங்கள்‌ 


ற்‌,ழ்‌. எவன தொடர்ச்சியான முதற்‌ பெறுமதியோடும்‌ இரண்டாம்‌ 
பெறுமதியேங்‌ கூடிய தொடர்ச்சியான இரண்டு ஒன்றிப்‌ பெறுமானச்‌. 
சார்புகளாறிக்க, 0 என்பது ஒரு மூடிய பரப்பு 8 இனால்‌ எல்லையுற்று; 
கனவளனெின, ௫ 


(களம ளத] (22 ஜிய (49 
] (தளத்‌ படி திரி | மம. னா 


| விரி (ஜக்‌) - நீ விரி &-ட (படி ஜ்‌). 
எந்‌ தொடர்பில்‌ & படி ழ்‌ என எடுக்க, 


விரி(தீபடி ழ்‌) தரம யடி தி. படி.்‌. ய 


184 காவிப்‌ பகுப்புச்‌ கருக்கம்‌ 
ம்‌ ஐயும்‌ ம்‌ ஐயும்‌ ஒன்றோடொன்று மாற்றுச்செய்ய 
விரி (படி ஜ்‌) ்‌7£ழ்‌-ட(டி.ஜ்‌. (படி ஜ்‌. (69) 
(48) இலிருந்து (49) ஐக்‌ கழிக்க, ப 
விரி (6 படி ழ்‌-ழ்‌.படி ம) -ஜ்ர£ழ்‌- ராத்‌ 
கனவளவு 0) இன்மீது தொகையிட, வலக்கைப்பக்கம்‌ தருவது 


| (சனத 0, 


இடக்கைப்‌ பக்கந்‌ தருவது 


| வ்ழுபடிழ்‌-ழ்படிதி40, 
இது கவுரின்‌ உருமாற்றத்தால்‌ 


] நடி ழ்-ழ்படிஜ்‌, 88 
அதாவது | (82 ன 92) 04 


என்னும்‌ பரப்புத்‌ தொகையீடாக மாற்றப்படக்‌ கூடுமி எனின்‌, றீனின்‌ 
தேற்றகஇன முதல்‌ வடிவம்‌ என்று கூறும்‌ சமனம்‌. (46) ஐப்‌ பெறு 
வோம்‌. 


சமன்பாடு (48) இல்‌ ம்‌--ம்‌ எனப்‌ பிரதியிட்டுச்‌ கன்ளவ5, 2 இன்‌ மீது 
தொகையிட, வலப்பக்கந்‌ தருவது 


| சரத்டபடிதிடி க 


கவுசின்‌ உருமாற்றத்தால்‌ ஒரு பரப்புத்‌ தொகையமீடாக உருமர்றிய பின்‌ 
இடக்கைப்பக்கந்‌ தருவது 
9ழ்‌ 
| கம 


எனின்‌, இறீனின்‌ தேற்றத்தின்‌ இரண்டாம்‌ வடிவமா சமன்பாடு 


பஹொுவோம்‌, ட 
ஈறீனின்‌ தேற்றத்தின்‌ இவ்வடிவங்கள்‌ இரண்டும்‌ அழுத்தக்‌ கெர்ஷத 
யில்‌ மிக்க பயன அளிக்கும்‌ ; குறிப்பாக, அழுத்தச்‌ சார்புகளைப்‌ பநிட்‌ 
பல பொது மூடிபுகளை திறுவுதற்குப்‌ பயன்படும, உதாரணமாக, இர 
டாம்‌ வடிவம்‌, இல நிபந்தனைகளைத்‌ திருப்திப்படுத்த வேண்டுமிடத்‌ 
ஒருதனியான அழுத்தச்சார்பொன்று உண்டென நிறுவுதற்குப்‌ பயன்படும்‌* 


இல பிரயோகங்கள்‌ $96: 


ஒரு கனவளவுப்‌ பரம்பலுக்குக்‌ கவுன்‌ தேற்றம்‌ ஜீ--1 என்றும்‌ 
ழ்‌. ஐ அழுத்தச்‌ சார்பு 1£ என்றும்‌ எடுப்பதால்‌ சிறீனின்‌ தேற்றத்தின்‌ 
முதல்‌ வடிவத்திலிருந்து பெறப்படலாம்‌. அப்போது ஏ£ழ்‌--0, ஏழ்‌ ஏ377 
௩ - தர; சமன்பாடு தருவது 


9ம்‌ 
க கல 08; 
| எ ர்‌ 09% 
அடல்படத்‌ யர 20-] ஸ்‌ ய்‌, 
9 க 


றினின்‌ தேற்றத்தின்‌ முதல்‌ வடிவத்திலிருந்து பெறத்தக்க வேறொரு 
தேற்றம்‌ சறீனின்‌ நிகர்மாற்றுத்‌ தேற்றம்‌ எனப்படும்‌ ழ; இதனை முடிவுளிக்‌ 
கனவளவுப்‌ பரம்பல்களுக்குப்‌ பின்வரும்‌ வடிவத்தில்‌ நாம்‌ கூறலாம்‌. 

அடர்த்தி 2 ஆயுள்ள ஒரு கனவளவுப்‌ பரம்பல்‌ ஓர்‌ அழுத்தச்‌ சார்பு 
7 ஐ ஆக்க, அடர்த்தி 0 ஆயுள்ள இரண்டாம்‌ பரம்பல்‌ ஒன்றுக்கு 
அழுத்தம்‌ 177” உண்டெனின, 


| 1 40- | ரஞ்‌. (50) 
2 89 


தீ -7 என்றும்‌ ம்‌]?! என்றுங்‌ கொள்க. அப்போது *£ஜ்‌- கரு, 
ழ்‌ கற்‌... 8 ஆனது முடிலிவியை அணுகுமிடத்து ஆரை 78 ஆயுள்ள 
முடிலிலிக்‌ கோளம்‌ 2” ஆல்‌ வ௫ைப்புறும்‌ முழு வெளிக்கும்‌ இறீனின்‌ 
தேற்றத்தின்‌ முதல்‌ வடிவத்தைப்‌ பிரயோடுக்க, 

அப்போது கனவளவுத்‌ தொகையீடு 


| - 42) - 771-4௬9) 00 


௮ ப மன 2] , 

பரப்புத்‌ தொகையீடு மறையும்‌ ; அதற்குக்‌ காரணம்‌, அம்முடிவிலிக்‌ 
கோளத்தின்மீது 17, 77* என்பனவறறுள்‌ ஒவ்வொன்றும்‌ 1/7 என்னும்‌ 
வரிசையையுடையது ; 91*/9%, 977/௩ எனபன 1/8” என்னும்‌ வரிசையையுடை 
யன ; 68 ஆனது 22₹4ம என்னும்‌ வரிசையையுடையது ; இங்கு ல ஆனது 
ஒரு திண்மக்‌ கோணம்‌. எனின்‌, பரப்புத்‌ தொகையீடு 1/£ என்னும்‌ 
-வரிசையையுடையது ; அது 8 ஆனது முடிவிலியை அணுகும்‌ எல்லையில்‌ 
மறையும்‌. எனின்‌, கிறினின்‌ தேற்றத்திலிருந்து சமன்பாடு (50) ஐ நாம்‌ 
பெறுவோம்‌. 
இரு புள்ளித்‌ திணிவு த்‌ தொகுதிகளுக்கு (50) உடனான ஒப்புமையால்‌ 

27-27 (51) 

என்பது காணப்படும்‌, 

ஆனால்‌, இதனை நிறுவுதற்கு, 7, 7” என்பன தொடர்ச்சியின்றிய 
வெளிப்‌ பிரதேசங்களுக்குச்‌ கறீனின்‌ தேற்றத்தை லிரிக்கவேண்டிவரும்‌. 


12% காவிப்‌ பகுப்புச்‌ சுருக்கம்‌ 


பயிற்சி 37 
1. 7, சீ எனனும விசைகள 
9-0, 2௦,8-0,2--௨;2-0, துச்‌ 
என்னும சமனபாடுகளாலே தரபப$ம மூனறு கோடுகளின வழியே காக்குசன்றன ; சமான 
முறுககியின்‌ புரியிடை 


(ஈ72- 62% வட) ப) 13%) 9 
என திறுவுக. அமமுறு9 ஒரு நனி விசையாய ஒடஙனால, அவவிசையின்‌ தாக்கக்கோடு 
(1-௪) 4-9) (2-௪) -அ2-0 
எனனும அஇபரவளைவுருலின மீது சிடததல வேணடுமெனக காடடுக. 


8. ஒரு நானமு?யின 04, 02, 00 எனனும்‌ மூனறு விவிமபுகள தீளத்திற சம 
மாயும ஒன்றுககொனறு செங்க 


,தாயும அவவொழுககல வலசகைபபககமான தொடர்புள்ளனீ 
வாயும்‌ இருகனேறன; ி) உ த மன பெபுளளி; 90 அன என்னாம்‌ 
0 இரு ற தப்பு ஐனது ற “ 


வைடு வவட 
திளமுடையது முறையே ற, றர எனபனவறறில இடபபடுததிய விசைகள ௨, ட 
என்பனவறர மரா. சமானமான தத தொகுதியானது 92), 39 எனனும 
இைகலோடு கூடி 

94 -தமி/ம1309) 
ஸ்‌ 2 ானமானது எலாக காட்டுக, 


௦௦21. 95 எனனும வித உ ஐ பிரிககும புளளிமில, செஙகோணங்களில்‌ அவ்விசை 
மில வெட்ட$மெனறு காட்டுக 


ஸீ. 


அனஞூும ஒரு தனி வி372 ௫ 


3, 
2 


[1௦0௦ 8. 1957]. 


்‌ எனனும அ.திபரவளைவுருவின 
ட -நசை0 ௪ 


ஒரு லிகை 2 னற 24/24/5228 


2-௨ கோசை0 








கசைனை 0 ஈநி்கோசை0 6 
பிறபபாலமின வழியே காகமுனெறது. அவவ திபரவள்வுருவின அச்சுககள்‌. 
ணமின சடறுகளையும அதன லிசையையு காணக 





எ்சயும2, 7 த எவனும்‌ விசைக கூறுகளையுடைய தநத ஒரு லிசை 
௨00 இன எல.ாப டெ.அமானஙகளுககும ஒரு தனி விசையாக ஒடககிஞால, 

32/22 33/53 - 278/0820 

ன்ன அிறுவுக 


(ஷே1௦௩ 8. 1048] 
ம்‌ நீக்கி நம டம்‌ 


0 ட்ப வூ உற, 95 
என்னும வனம்‌ ல உப கூடாக செலலுப கொஞ்சு தளஙகளுளள மூன்று புள்ளிகள்‌ 
உண்டெனறும அலை 


டு, 61-38 6, டய] 
எனலும்‌ தவத்தில்‌ உவ ளன வனறுவ காட்டுக. 


[0010 17 1957] 
5 1 தனத ழ்‌ இருய வளையி இன ஒரு மா 
1 ஆன 1" இறக்க ௪ 


்‌ றம புளளி 2 மின திலைக்காவியாகுக : 
ஃ கவ்மை? செவ்வன ஆகுக ; 8 ஆனது ச மல]? இன வளைவாகுக... 





ந ர 18 “நே 


சல பிரயோகங்கள்‌ 187 


. எனனும்‌ தநிலைக்காலிகளோடு புளளிகள்‌ 2; இன தழுககெனின ஓதத புளளிகள 7, 27) இல்‌ 
1”, 1 இறகு வரையபபடுந்‌ தொடலிகள ஒனறுககொன்று செங்குததாகுமெனக காட்ே, 


8 ஆனது மாறலி எனின ],இன வளைவு 18, உம்‌ ஒத்த புள்ளிகளில 1" 1) எனபனவற்றி 
மூறுச்கெளின பெருககம ரர; உம்‌ மாமிலிகள எச காடடக. 
1” ஆனத 0 எனனும்‌ பரமானம்‌ பற்றி 
௫ (கோசை 0, சைன 0, 0 கோதா 8) 
என்பதாலே தரப்படின 74, ர, உ, எனபனவறறைக காணக. 
[1௦040௩ 8, 1960) 
6. ஒரு புளளி ட ஆது ஒரு இருயெவளையி வழியே வேகம 9 ஓட இபகாினறது ; 


(0 இல அவ்வளையியின தலைமையசசுக்கசா பறறி 7? இன ஆமகூறுகள 5, ந, 6 இஉகறா௨. 
அச்சுககளுக்குச்‌ சமாநதரமான 2” இன வேகஙகள 


௮62 ர ன்‌ ்‌ அயர்‌ 


ட 


எண்பனவெனக காடடூக ; இங்கு, ௦௨9 எனபன வளைவாரையும முறுகல்‌ ஆலரயும. 
ி ஆனது தலைமைச செவவன வழீயே 9 இலிருநது ஒரு மாறாத தாரம்‌ ௦ இற கிடததால்‌, 
030-௦ (28-10) 
ஆகுமிடதது, 022 ஆனது 2 இன ஐழுககுகளுச்கு இருமை: செவவனுகுமென நிறுவுக. 
[ஸேம்‌, நீர்‌, 71,(1919)] 
7. காலி ச ஒரு விறைபபான சடடபபடலின ஓர்‌ உறுபபை௪ ௪டடூனெறது. அசசட்டபபடல்‌ 
இப்பொழுது ஒரு கோண ந ஊடாக அட “காவி ந இன அழியே ஓ: அசஈபபகறிச சுழாதறப்‌ 
படுினறது. 31 தாலா $ 8 ஆருமிடதது 
6--(௦%741$%(7௨4))/1-- 165 
எனபதாலே தரபபடும 6 ஆக * ஆனு மாகறபபடுமெனக காடடக. 
[கோம்‌, 237.8, 1056] 
8. ஒருபுளளி7? (3 நிலைஃகாலி £ ஆனது 
08 
ய்‌ 
எனனும்‌ வகையீடடுச சமனபாடடைத தஇி௫ுபதிபபடுததுனறநு ; இ௩்கு, ல ஆனது ஒர 


நிலையான காலி. 2 ஆனது ஒரு நதியான கோள இன மீதும்‌ ஓர பீவேயான தளகதின 
மீது கடகமுமெ3ஃ2 காட்டுக. 


0) 


22 ஒனது ஒரு வடடததில இயககுமென உயததழிக : ௮து அவவடடத௭த மாறாககதியோடு 
வரையுமெனறு.ங காட்டுக. அவவடடம வரையபபடா: கோணவேக கதைக காணக, 


(வேறி, 3, 5, 1956] 


9. தனது சொததத தளகதில ஒரு தடடின இயககம ௫ குறிதத கணதஇல அத ரடடியா 
ஒர புளளி 2 இன வோம 9 ஆலும்‌ 2 பற்றிய அதன கோளாவேகம்‌ மீ ஆலய எறிதகச 
சொலலபபடடளளது. 2 தொடாபாக கணநிஃ யமம்‌ இவ சாரநிலைககாளி (55 3)/மூஎன 
திறுவுக. 

தனது சொந்தத தளததில இயஙகும ஐ௫ு வடடக கடட நோணவேகம ம ஒட இறக்கு றது 
அபபோது அதன மையம (0 கோஸ வேகம £$ ஒட மையம (9 உ ஆரை £ ம உளள ஒரு 
வட்டத்தை வரைனற௪. 0 தொடாபாக 0 யில நிலைககாஃ? % ஆகுமிடதகவடி கணநில. 


198 காவிப்‌ பகுப்புச்‌ சுருக்கம்‌ 


(1-6/0%௩ எனக காட்டக, ஆமின 0/ம என்பது மாறிலியாகுமிடகது வெளிமைய 
வெரழுககையும பொருண்மையவொழுக்கையும (தட்டின்‌ மீதும்‌ வெளியிலும்‌ £ இன 
ஒழுககுககள்‌) காண்க. 


(0௦. 3. 2, 105.0 


10. ஒரு விறைபபான பொருள்‌ , இற்குக கறங்கு மூ உண்டு ; 4 இன்‌ ஒரு துணிககை 


4 இறகு வேகம $ உணட, ம இறகுச சமாநதரமான வேகககாலியோடுளள பி இன ஓவ்வொரு 
துணிககை 7 உம 


டலா 
எனனுங கோட்டிற சிடககுமெனக காட்டுக ; இங்கு 0. ஆனது ஜா எதேச்சை எண்‌. 


இரு விறைப்பான பொருளின (௬, 0, 0), (0, 8/4/8, 0), (0, 0, 89) எனனும்‌ புள்ளிகளிலுள்ள 
நுணிககைகளின கணவேசஙகள ஒரு செஈகோண கதைக்‌ காட்டின சட்டம்‌ பற்றிய முறையே 
௫, 0, 0), ஐ) (மட்டி 94/8, 9/2) என்பன. அபபொருலிலா கறங்னே பருமன்‌ 
திசைகளையும மையவசானது தளதகை வெடடம புள்ளியையுங காண்க. [1,௦௦4௦0 8, 1969] 


11 இரணடு நோ வடடககூமபுகள ஒரே ௨௪9 0 ஐபும நரேயசசு 0 ஐயும்‌ ஐ, 8 (02) 
என்னும அரையுசசிக கோணஙகளைய/ம உடையன. அவை முறையே கோணவேகங்கள்‌ 
௦௦ என்பனவறறோடு 0% பறறிச சுமலுனெறன ; மையம்‌ 0 ஆயுள்ள இரு கோளம்‌ 
அககூமபுகரூசகு இடையிலுளள வெளியில தீழுவாது உருளரினறது. தளம்‌ 002 ஆனத 

(மசைவா ஏ: சைன 9)/(சைன 8-- சைன 8) 
என்னு கோண வேகத்தோடு சுழல்சின்றதைக காட்டுக. 

19 ஒரு விறை பபான பொருருகு 


9-6, 2 -8;8-2, - ஐ, மரு நூல 3 


எனானுங கோடுகள்‌ பறறி 


ஒ௫ஙகமைநத கோணவேகங்கள உண்டு. விளையுள்‌--திருயேக்கத 
துககுப புரிமிடை ௩ எவி-. 


அதன அசசு 
203-240 
எனனுந தளததிற சிடகுமெனச்‌ காட்டு, 
13. அலகு திளதஇறகுத திணிவு ), உம நீளம்‌ ர உம உளள ரான தரு கோல்‌ 
48 இன 2 இலுஎள அழுததம 
ச்ச 
ரர்‌ ஐ 


1) மட 


எனல காட்டுக 


இங்கு ஈத, “றற. 
*வழுததப பரபபுஃம0 ஒரு கோளபபோலியினம்‌ எனக காட்டுக, 
11 ஈ எனனும்‌ ஆரையை 


* என்னுரு தூரததில ர. 7(03 
மாளள தணிவு, 


யுடைய வடடவுருளையின அடாததி அதன உச்சியிலிருந்து 
79) ; 12 ஆனது அவ்வுருளையின்‌ ஓவ்வோரலகுத தூரத்திற்கு 
ர உட்புளலியிற கலாச 

நமர்‌ 5 

ஷூ - (6 - வ 


ஆகுமெனக காடே ; வெளிப்புளளிகவிலுள்ள கவர்ச்சியையும்‌ காண்க, 


சில பிரயோகங்கள்‌ 19 


35. சகவு/ (வீ தி-2) ஆயும்‌ 0 என்பது ஒரு மாறிலியாயும்‌ இருக்குமிடத்து ர்ப்‌ 
பமுத்தம்‌ 


17௬0. 24 


[சப 4. 
கெ ய்டடடடடட 72௮. 
(22-43-2598 
ஆயின்‌, பரம்பலைக்‌ காண்க. 
36. ச/(2 15-12) ஆயிருக்குமிடத்து, 
றோ. ௭ 
7-0 [்‌ பன எயன], 2௧ 


றர [தல -அரி4$ (62-49), ஈக 
எனின, சடத்தின பரமபலைக்‌ காண்க. 
17. அச்சுக்கள்‌ செஙகோணவச்சுககளாக, 78, £ என்பன மாறிலிகளாயிருக்க ௨--ஏ-1-2 ௬௦ 


எனனுந தளங்களாலும ஆள்கூற்றுத தளஙகளாலும்‌ எல்லையுற்ற நான்முகெகுள்ளே 
எலலாப்‌ புள்ளிகளிலும 


20௮92 (6-2உ-3ூ-2) 
எனனும்‌ அழுததத்தை என்ன கனவளவு பரப்புச்‌ சடப்‌ பரமபல்கள்‌ தருமென்று துணிக ; 
அநநானமுகககு வெளிப்பக்கத்திலுள்ள எல்லாப புள்ளிகளிலும்‌ என்ன கனவளவு பமப்புச 
சடப்‌ பரமபலகள்‌ பூசசிய அழுததததைத்‌ தருமென்றுந துணிக. 
அத்நானமுடிக்கு உள்ளேயுளள சடததின்‌ மொத்தத திணிவு 78/80 எனறு காட்டுக. 
[௯மய்க 3. 1988) 
18. ஈ, 0, 82 எனபன உருஜையாள்கூறுகளாமயிரு5௧, ), ஆனது ஒரு மாறியாயிருககுமிடதது 


77. 0)-7), எனனுஞ்‌ சமனபாடூ சுயான வெளிகளுளள சமவழுத்தப பரப்புககளின்‌ ஓர்‌ 
இனத்தைக குறிககினறது. 


93 199 1897 5 மாலு 
ரன!) 42 இர 


என்பது ), இன சார்பு மாத்திரமாயுளளதென நிறுவுக, 
*, 0, 8 எனபன உருளையாளகூறுகளாமிருகுமிடதது, 
ர 63 - 98474 கோசை 404). 


என்னும்‌ பரப்புத்‌ தொகுதி சமவழுததப்‌ பரப்புத தொகுதி ஒன்றை ,ஆக்கககூடுமென்றும்‌, 
4, மி என்பன எதேசசையான மாறிலிகளாயிருககுமிடதது ஒத்த ௮ழுதத௪ சராபு 


7-4 மட), 2 
எனறுங காட்டுக. 
[1,04௦ 8, 1946] 
19, (2593-93 (3 - 339) -ஐ$-- மாறிலி, என்னும்‌ உருளையினம்‌ சமவழுத்தப 
பரப்புக்களின்‌ ஜா இயல்‌ தகக வடிவமென்று காட்டு ; தத அமுததத்தையுற காண்க, 
[௦௦8௦௭ 4, 1998] 


10 காலிப்‌ பகுப்புச்‌ சுருக்கம்‌ 
30. %, ஆனது ஒரு மாறத்தக பரமானமாயிருககுமிடதது 


8198 1 
கட அவரு 
சட்ட எப 





எனனுங கோளபபோலிமினம சமவழுததப பரப்புகசளின ஜா இயலதசக வடிவம என்று 
காட்டுக ; அழுத்தச சாரபையும அணிக. 


21, கடா எனபன முழுவெண்களாக, 27(6) எனபத 0 இன்‌ ஒரு சார்பு மாத்திரமா 
யிருககுமிடத்து, 


ரரி த (0) 


எனபது கோளமுனைவாளகூறுகள 9, 0, ர்‌ எனபனவறறிலுளள லபபிளாசன சமன்பாட்டை 
இருபஇப கனல, ௩கோசை 0 ஆமிருககுமிடதது சி ட) ஆனது 


௨ யா 9002 
வ ற வமல்‌ ௬0 
1. (்‌ /* க ம்‌ [ர ்‌ 1 ப ன 


என்னும்‌ வகையீடட௪ சமன்பாடடைத இருப திபபடுததுமெனக காடடக. 


28, 8, என்னும நிலையின இரண்டு சாஈபுகள ஒரு பரபபு 5 இற்கு உளளேயுளள 


9ற்ட 4 
எ்லிலாப புளலிகளிலும 1734, 0, 0,20 ஆகுமாறு உளளன பரபபின மீத 1-4, 
7. 


்‌. 
இங்கு ஜே பது வெளிமுக௪ செவவல வழியே வகையிடுதலைக குறிககும. (8, -ஜ) படி 
(8-9 எனபதறகு விரித தேறறததைப பிரயோித தலால அல்லது வேறு வ(சியால, ஆ, ஷூ 
எனபன ஒரு மாறிமியால வித இயாசபபடுமெனக காடடுக. 


[கேஷ்‌. 39, 8, 19497 
4 எனபன நிலை, நோடி எனபவநறின சாரபுகளாய 
லிரிந0, லிரிநு 0 


1927 
சுருட்டை ந எல்‌ குருடடை 1224 
௦ 


69 
சமனபாடுகளைத திருபதிபபடுதஇனால, 


90 காலிகள்‌ ந, 


என்னும மகஸவெலலின 


ஆனது 
த ௪ * 
 ஜீர2 
எல தத இருபஇபபடுததுமெனக காட்டுக, 
193 
5 ஆனது 3788-5 
08 


என்பதைத இருபதிபபடுததும நிலை நேரறகளின ௧௧. ம்‌ 5 , 
ம௩லவெல்லின சமனபாடுகள ப்ப பட ல கடட வத்‌ 


க 98 
1-8 சருடடை 3 ரு சுருடடை சுருட்டை 8 


ள்னாபஜா. 


லே இருபதிபபடுமெனறுங்‌ காட்டுக, 


(1௦௩4. 6. 17, 98] 


சில பிரயோகங்கள்‌ 141 


9ம்‌ 9ம்‌ 
94. ரூரு752) 0 | (2-*-ர.-108 
| தச [( 9 42) 
எனனுல்‌ இறினின தேறறததை உண்மையெனக்‌ கொண்டு, 1750-0 எனனுந தொடாபைத 
இிருபதிபபடுததும்‌ ஒரு சராபு, ட இறகு உட்பக்கமான ஒரு புள்ளி 7? யில, முத இன பெறுமானம்‌ 


3 1] 91 1 1 
உல்‌] அகல்‌] நத 108 
40௭07 கர ட்கெடா 


எனனுந தொடர்பினாலே தரபபடுமென நிறுவுக ; இங்கு ॥ ஆனது ம இலிருநது 6 இன 
தூரம. 

2. உறபததியாயும்‌ 8 ஆனது 28-88 எனனுஙவ கோளாமாயும மூ ஆனது 
42 ஊற. எனனுஞு சாரபாயுமிருககுமிடத்அ இதகதொகையிடுகள தவவொனறுககும 
பெறுமான கணிததலால முடிபை வாயபபுப்‌ பாக்க 


[ஷேஸ்‌. 2. 3, 8. 19487 


அடர்ததி 117, 1258 
அலகுக காலி 2] 
அமுத்தக காவி 66, 68 
அழுத்தச்‌ சத்தி 40, 60 
அழமுத்தச்‌ சார்பு 189, 135 


அழுத்தம்‌ 177, 196 
ஆர்முடுகற்காவி 66 


இடக்கைத்‌ தொகுதி 90 
இணை 99 

இணைகரலிதி 7, 08 
இயககத்தியல்‌ 115 
இயககவியல 107 
,இயல்பொதத மூககோணி 6 


இருமைச்‌ செவவன 108 
இழுவங்கள 1 


சர்ப்பமுத்தம்‌ 195 
ஈர்ப்பு விசைப்‌ புலம்‌ 43, 46, 07 


உட்பெருக்கம்‌ 16 

உந்தம்‌ 1,974 

உந்திமை 86 

உருமாற்றம்‌ 83 

உருளை முனைவாளகூறுகள்‌ 99 
உறிஞ்சி 79, 117 


ஊடுகடத்தப்படுதனமை 98 
ஊற்று 79 


எண்ணி 1 

எண்ணிப்புலம்‌ 44 
எண்ணிப்‌ புள்ளிச்‌ சார்பு 54 
எறியம்‌ 8 


ஒருதளக்‌ காவிகள்‌ 98 


தரிடபபடுத்தாத காவி 1 
. இரிடப்படுத்திய காலி 95 


சுட்டி 


கணநிலையச்சு 114 

கவுசின்‌ உருமாற்றம்‌” 81, 19, 184 
கவுசின்‌ தேற்றம்‌ 117, 118, 129; 125, 19௨ 
கறங்கெள 1 

கனவளவு 75 

கனவளவுத்‌ தொகையீடகள்‌ 75, 189 


காந்தப்புலம்‌ 48 
காவி 1 
அட்சரகணிதம்‌ 89 
கூட்டல 8 
கோட்டுத்‌ தொகையீடு 59 
சாபு 39 
புலம கச, 05, 60 
காலிக்‌ கழித்தல 6 
காவிக்‌ கூட்டல்‌ 3 
காவிகளைத்‌ துணித்தல்‌ 7 
காவிகளைப்‌ பெருக்குதல்‌ 6 
காலிகளை வகையிடல்‌ 83 
காலிச சார்புகள க&4$ 
காலிப்‌ பருமன்‌ 1,8 
காலிப்‌ பெருக்கம்‌ 6 
திருப்பம்‌ 700 
நுண்கணிதம 88, 89 


இறீனின தேற்றம்‌ 94, 199, 135 
இறீனின்‌ நிகாமாற்றுத்‌ தேற்றம்‌ 135. 


குற்றுப்‌ பெருக்கம்‌ 16 

கூறு 5 

கேத்திரகணிதம்‌ 19 

கொஞ்சுதளம்‌ 108, 109, 136 
கோட்டுக்‌ தொகையீடுகள்‌ 57, 63, 88 
கோண வேகம்‌ 86, 110, 112 


கோளமுனைவாள்கூறுகள்‌ 95, 150 
345 


ர்க்க 


சகரததுக்குரிய 84 
சக்கரபபோலி 61 
மதிலை 47 

சமவலு 97 
*மவழுததப பரபுபு 46 


யானைக காவி 1 
சயாதீன வெளி 139 
சுருட்டை 83 
சுழறசிககுரிய 86 
சுற்றோட்டம்‌ 68, 84 


சூனியககாவி 5, 1189 


செங்கோண ஆளக்ூற்றுத தொகுதி 49 
செயலி 88 


செவவன 59 


செறெற--பிறெனெற சூத்திரங்கள்‌ 108 
திமமுள திருபம 29 
,தலைமைச செவ்வன 108 


இசை 1 

நிசைக கோசைனகனள்‌ 8, 9 
இலாப பெறுஇ 48 
அணமக கோணம 190 
திருகு 114 

இருபபம்‌ 3 


ரிகோவை 98 


9.ககாடடின கூறுகள 35, 58 
தெல்‌ 88 


தொகுப்பு வி. 
கொகையிடல வழி 6: 
தொடலிக காலி 42 
தபிளா 7 88 


திசாமாறறுத தொட்டகள்‌ 3 
திமிகோணத்துககுரிய 131 
நிமாகோண மூவடை 36 
நிமிாகோண வளைகோடடா 
இியூறறனின விள 01 
நிலைக காலி 8,909 
நிலைமிலா அழுததம்‌ 46 


கூறுகள்‌ 108 


நிலைமின விசைப புலம்‌ 44 
திறையேறறிய இடை மையம 11 


காலிப்‌ பகுப்புச்‌ சருக்கம்‌ 


தோமாறு வாகக விதி 118 
பகுதிப்‌ பெறுதி 48 

பங்டேடு விது 6, 17, 9: 
படித்திறன 40, 93 

பரபபுத்‌ தொகையீடுகள 08, 88 
பரமானம்‌ 45, 9 


பாயம்‌ 74, 78, 05 
பாயி இயககசம 45 


பிணிதக காலி 1 


புரிமிடை 103 

புலம 48, 118 

புலப்படம்‌ 45 

புவசோனின சமன்பாடுகள்‌ 90, 195 
புவன்சோவின மையவச% 10] 
புள்ளிககாலி 44 

புள்ளிச சாபு 95 

புறப்‌ பெருககம்‌ 99 


பெருக்கம 16-97 
ஏணி 16 
எணணி முமமை 24 


காலி 21 
காலி மூமமை 98 
பெறுதி 39 


௦கஸவெலலின சமன்பாடூகக 140 
மட்டபபரப்பு 46, 50 


மாறறமினமை 
மின செ நிவு 1 


முககோணி நெறி 3 
முப்பரிமாண வெளி கீ$ 
மூமமைதக தொகையீரறு 76 
முமமைப பெருககஙகள 27, 20 
முறுககலாரை 108 

முறுகி 10) 


ஒுவடை 80 


மையபபோலி 10, 17 
யாககோபியன ரர 


ரைமான தொகையீடு ₹8 
லப்பிளாசின சமனபாடு 90 
லபபிளால செயலி 90 


லைபினிற்னெ தேற்றம 14 
வகையிடததகக எண்ணிப்‌ புலம்‌ 45 
வகையீட்டுக்‌ காவிச செயலி 88 
வரிசசுருளுக்குரிய 8) 

வலககை ஆள்கூ.றறுத தொகுதி 890 
வழுககும்‌ காலி 1 
வளைகோட்டாளகூறுகள 89) 
வளைகோட்டுக்‌ தொகையீடு 68 
வளைவாரை 108 

வளைவு 109 

விசை 1,907 


சுட்டி ரக்த 


விசைக்‌ குழாய்கள்‌ 88 
விசைக்‌ கோடுகள்‌ 46 
லிசைபபல்கோணி 5 
விரிகை 78 

விரிகைத தேறறம 96 
விளையுள 5 

விறைபபான பொருள்‌ 1. 


வெளிமுகச்‌ செவ்வன 71, 78 
வெளி வளையி 107, 109 


வேகப்புலம்‌ 86 
வேலை 193 


ஸ்ற்றோகனை தேறறம 386, 88, 94 





